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✺✳✻✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✺✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊g ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ VCu ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✻✳✸ ❉♦❡s VCu ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ u ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✻✳✹ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✶
❆ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✶✹✺
❆✳✶ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
❆✳✷ ❍♦✇ t♦ t❡st ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
❆✳✸ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❲❛✈❡ ✭P❆❲✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
❈❖◆❚❊◆❚❙ ✺
❇ ❳✲❘❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✶✺✸
❈ ●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷ ✶✺✼
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✺
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✽✶

❈❤❛♣t❡r ✶
▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❧❞✇✐❞❡ r✐s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ❧✐❦❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
s✉♣♣❧② ❤❛s s❤♦♥❡ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s
✭P❱✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✼✵ ②❡❛rs ❛❣♦ ❜② ❆❧❡①❛♥❞r❡✲❊❞♠♦♥❞ ❇❡❝q✉❡r❡❧ ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❤✐s s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❧✐❣❤t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♥✉✲
❢❛❝t✉r❡ ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❛s ♦♥❧② ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ P❱
♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿
• t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✉❣❡ ✿ ✶✼✹ P❲ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❡❛rt❤
❢r♦♠ t❤❡ s✉♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♦❧❛r ✐rr❛❞✐✲
t✐♦♥ ♦❢ ∼ 1300❲✴♠2✳
• ✐t ✐s ❛ ❣r❡❡♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✭❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s ❡♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦ss✐❧
❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✳✮
• t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✿ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛ss ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦r♠♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✭40.7%✮ ✐s st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t
❢♦r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❈❛r♥♦t ❡✣❝✐❡♥❝② η ≈ 85.0%
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡❛rt❤✮✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡ ❜✉✐❧t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ❛❣♦✱ P❱ ✐s
st✐❧❧ ❛ ✇✐❞❡ ✭❛♥❞ ✇✐❧❞✮ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❢♦r ♣❤②s✐❝✐sts✱ ❝❤❡♠✐sts ♦r ❡♥❣✐✲
♥❡❡rs✳ ◆❡✇ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r✐s❡ ❛t ❛ ✈❡r② ❢❛st r❛t❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣
t❤❡ P❱ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ P❱ s♦❧❛r ❝❡❧❧s
✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❇❛r ❞✐❛❣r❛♠✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ✈❡rs✉s
②❡❛r✳ ❈✉r✈❡✿ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✈❡rs✉s ②❡❛r✳ ❚✇♦
❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝✐t❡❞ ❛rt✐❝❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❬✶✱ ✷❪
❛r❡ st❛❝❦✐♥❣s ♦❢ ❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ s♦❧❛r
❝❡❧❧✿ ❝♦♥✈❡rt ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✳ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢❛✐❧ ✐♥ ✐ts
t❛s❦✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇✐❧❧ ❞✐s♣❧❛② ♣♦♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜✉✐❧❞ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡✈✐❝❡✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦s♣❡❝t✿ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛ ✈❡r②
❡①❝✐t✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ t❛s❦✳ ❖♥
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ❡✛❡❝t ✇❛✐t❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥
✶✵✵ ②❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ ❇❡❝q✉❡r❡❧✬s ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ◗✉❡✐ss❡r ♣❛♣❡r ❬✸❪✿
✐t ✐♥✈♦❧✈❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts t❤❛t r❡q✉✐r❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡
❧❡✈❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❝✐❡♥t✐sts ❤❛❞ ❜✉✐❧t s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❢♦r ②❡❛rs s✐♥❝❡ ❇❡❝✲
q✉❡r❡❧✬s ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✇♦r❧❞s ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❣❡t ❛❧♦♥❣
✈❡r② ✇❡❧❧✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♦♥❡ str✐❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡ st✉❞② ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2
✭❈■❙✮✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❈✉✲❜❛s❡❞ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞
✸t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ■t
✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞♦♣✐♥❣ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥♥♦❝✉✐t② t♦ ❧❛r❣❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞
♦t❤❡r r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r P❱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❈✉■♥●❛❙❡2✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✈❡rs✉s t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st
✸✵ ②❡❛rs✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ st❡❛❞② ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ t✇♦ ❛❜r✉♣t st❡♣s ✐♥
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇♦❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ ✸✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✱ ✷❪✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♣❡r♠✐tt❡❞
❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥♦❝✉✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❈■❙✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞
♦♥❧② ♦♥ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✳ ❲❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦
❢❛✐❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢♦r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜② ✺✵% t♦ ✶✵✵%✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t ❉❋❚ ♣r❡❞✐❝ts ❈■❙ t♦ ❜❡ ❛ s❡♠✐♠❡t❛❧ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❈■❙✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●❲
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❋♦r
t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❬✺❪✳ GW ✐s ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t s②st❡♠s
✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧❧② ✉♣ t♦ ✶✵✵ ❛t♦♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❤♦✇❡✈❡r ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❝❛r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ d ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛s ❛ t❡st ❝❛s❡ ❩♥❖
✇❛s st✉❞✐❡❞ ✜rst ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ♦❢ GW t❡st❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✲
♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙ ❛♥❞ ❩♥❖✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❝✉♠✲
❜❡rs♦♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ GW ♥♦t ♦♥❧② s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧②
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ❜✉t ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ss❡rt❡❞ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❣♦ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❈■❙ ❬✶❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞
❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ ②❡❛rs ✐♥ ♠♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s
t❤✐♥ ✜❧♠s ♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈■❙ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② st❛❜❧❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❞❡s♣✐t❡ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈■❙
❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❛❞r❡ss❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❬✷❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ t❤❛t r❡❧❛t❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡
✹ ✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P❱ s♦✲
❧❛r ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❈■❙ ❛❜s♦r❜❡r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞
t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✉s❡❞ t♦ tr❡❛t t❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ✸ t♦ ❈■❙ ❛♥❞ ♣❛② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
❈❤❛♣t❡r ✷
▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❚❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ✭P❱✮ ❡✛❡❝t ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✽✸✾ ❜② ❆❧❡①❛♥❞r❡✲❊❞♠♦♥❞
❇❡❝q✉❡r❡❧ ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✉♥❞❡r ❧✐❣❤t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ✇❛s ✜♥❛❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥ ✐♥ ✶✾✵✺✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧✐❣❤t q✉❛♥t❛ ❬✻❪✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✿ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡s
❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s ❜② ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❣❛♣ ✇❤❡r❡ ♥♦ st❛t❡
❡①✐sts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❚❤✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❣❛♣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ Eg✳ ❇② s❤✐♥✐♥❣
❧✐❣❤t ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❝❛♥
♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ~ν s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❊g✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r❡❝♦♠❜✐♥❡✱ ❜② r❡❡♠✐tt✐♥❣ ❛
♣❤♦t♦♥✱ ❧♦♦s❡ ✐ts ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦r ❜❡ ❢✉❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❇❡❝q✉❡r❡❧ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ~ν > Eg✿ t❤❡r❡❢♦r❡
✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛s t❤❡ ❦❡②st♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡❢✲
❢❡❝t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
♠❛①✐♠✉♠ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡✛❡❝t ✐s r❛t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❞❡✈✐❝❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢❛✈♦r ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs
❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❞✐s♣❧❛②s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s ♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❝❛♥ r❡❧❛① t♦ s✉❝❤ st❛t❡✱ ❡♠✐tt✐♥❣
❛ ♣❤♦♥♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ✐t ❝❛♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❢✉rt❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳
✺
✻ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❆❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡
♦❢ ❧♦ss ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ tr❛♣ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳
✷✳✶ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s
✷✳✶✳✶ ❍✐st♦r② ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
❚❤❡ ✜rst ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✇❛s ❜✉✐❧t ❛t ❇❡❧❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✺✵s ❬✼❪✳ ■t
s❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✻% ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡♥✐✉♠ ♣❤♦t♦❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❛♣✐♥
❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✉s❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ❣r♦✇♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛♥♥❡r ❬✽❪✱ ✐✳❡✳✱ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②
❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✐❧✐❝♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✺✵ ②❡❛rs t♦ ❜✉✐❧❞ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✿
t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♦♥❡ ♣✲❞♦♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡ ♥✲❞♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♣✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❛♥❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❝❤❛r❣❡s t♦✇❛r❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠♦st ♦❢ s♦❧✐❞ st❛t❡ P❱ s♦❧❛r ❝❡❧❧ st✐❧❧ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣✲♥
❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r
❈❤❛♣✐♥✬s ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥st❛❧❧❡❞
✐♥ ❆♠❡r✐❝✉s✱ ●❡♦r❣✐❛ ✐♥ ✶✾✺✺ ❬✽❪✳ ❚❤❡s❡ ✜rst s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇❡r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐❧✐❝♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ♦t❤❡r s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛s ❝❡rt❛✐♥❧② ❞✐❝t❛t❡❞ ❜②
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r t♦ ♦❝❝✉r ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤♦s❡
✷✳✶ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r st❛❝❦✐♥❣
❩♥❖✴❈❞❙✴❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2✳ ❬✾❪
❜❛♥❞❣❛♣s Eg ≈ 1.1 eV ❬✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐❧✐❝♦♥ ✐s ❛ r❛t❤❡r ❜❛❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦✈❡r
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r s♣❡❝tr✉♠✳
❉✉r✐♥❣ ✷✵ ②❡❛rs✱ P❱ ❝❡❧❧s r❡♠❛✐♥❡❞ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r
s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s tr❡♥❞✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❱
♣❛♥❡❧s ❢♦r s♣❛❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
●❛❆s ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛❧❧♦②s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❛❜s♦r❜
t❤❡ s♦❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦✉ts✐❞❡ ❊❛rt❤✬s ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❛❞❡ t❤❡✐r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❡①tr❡♠❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜✉t t❤❡② r❡♠❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❡r❣②
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦✐❧ ❝r✐s✐s ✐♥ t❤❡ ✼✵s✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ P❱
♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✽✵s ❛♥❞ ✾✵s ♠❛❞❡ t❤❡
P❱ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
✐s t❤❡ t❤✐♥✲✜❧♠ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ✐t ❤❛s ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
s♠❛❧❧❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st✱
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜str❛t❡s ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ✢❡①✐❜❧❡ s♦❧❛r
❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦st ♦❢ ❜❡tt❡r ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ P❱ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ t❤r❡❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r t❤✐♥ ✜❧♠ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✿
• ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥ ✭❛✲❙✐✮✿ ■t ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ✶✳✼ ❡❱ ❜✉t s✉✛❡rs
❢r♦♠ t❤❡ ❙t❛❡❜❧❡r✲❲r♦♥s❦✐ ❡✛❡❝t ❬✶✵❪✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞✱ t❤✐s ❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞❡❢❡❝ts
✽ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
♦r ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ■t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✻ ♠♦♥t❤s ♦❢ ✉s❡✳ ❛✲❙✐ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❢❛♠✐❧② ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐t ✐s
t❤♦✉❣❤t t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ✐ts s♣♦t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳
• ❈❞❚❡✿ ✐t ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣ ❢♦r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭✶✳✹ ❡❱✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❈❞❚❡ ✐s t❤❡ ❤❡❛❧t❤ r✐s❦ ♦❢ ❈❞✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❛❝ts ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐ss✉❡s✱
❥✉♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝❛rr✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❬✶✶❪✳
• ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ✭❈■●❙✮ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❛❧❧♦②s✿ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s ✐t ❤♦❧❞s
t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤✐♥ ✜❧♠ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✳ ❈■●❙ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧❧② t✉♥❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♠✐①t✉r❡
♦❢ ■♥ ❛♥❞ ●❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭t✇♦ ♦r
t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❛t ω = 1.5 eV✮
✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ♦❜t❛✐♥ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❝✉rr❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② t❤✐♥ ✜❧♠s✳
✷✳✶✳✷ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧
❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❧❛②❡rs
t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤r❡❡ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s✿ ✭✐✮ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❧✐❣❤t t♦
t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ ✭✐✐✮ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✱ ✭✐✐✐✮ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✲
♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❊①tr❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥
t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝✉rr❡♥t
❡①tr❛❝t✐♦♥✳
❖♥ ❛ s✉❜str❛t❡✶✱ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ✐s ❣r♦✇♥ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ▼♦❧②❜❞❡♥✉♠ ♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ♠❛t❡r✐❛❧✿ ✐t ❞✐s♣❧❛②s ❣♦♦❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉st❛✐♥s
✈❡r② ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❣r♦✇ t❤❡ ❈■●❙ ❛❜s♦r❜❡r ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✳ ❆ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼♦ ❛s ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦✭❙✱❙❡✮2
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈■●❙ ❛♥❞ ▼♦✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♥❞ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ✐s ✐♥ ♠♦st
❝❛s❡s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ♦❤♠✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❧❛②❡r ✐s t❤❡♥ ❣r♦✇♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♣✲t②♣❡ ♦r ♥✲t②♣❡ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✇t❤✳ ❆s t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛②❡r
✶❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ s✉❜str❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs ❤❛s ❢❛✈♦r❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✢❡①✐❜❧❡ s✉❜str❛t❡s s✉❝❤ ❛s t✐t❛♥✐✉♠ ❢♦✐❧ ♦r ♣♦❧②✐♠✐❞❡ ❬✶✷❪✳
✷✳✷ P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✾
✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♣❡❞ ♥✱ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ❢♦r ❈■●❙ ✐s ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♣✲t②♣❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣✲t②♣❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ♦❢ ❈■❙ ♣r❡s❡♥t ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡✐r ♥✲t②♣❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧❛②❡r✱t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♥✲t②♣❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❈❞❙ ❤❛s
❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts s♠❛❧❧ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❚❤❡r❡❜②✱ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs
❛r❡ ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡
♣❤♦t♦❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦♠❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡✲
♣❧❛❝❡ ❈❞❙ ❜② ❩♥❙ ❬✶✹❪ ♦r ■♥2❙3 ❬✶✺❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❬✶✻❪✳
❚❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r t♦ ❞❡♣♦s✐t ✐s ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦①✐❞❡ ✭❚❈❖✮ t❤❛t ♣❧❛②s
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t✳ ❙♦♠❡ ♦①✐❞❡s ❞✐s♣❧❛② ❜♦t❤ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❩♥❖ ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❆❧ ✭❩♥❖✿❆❧✮ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❚❈❖ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
tr②✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s st❛❣❡ ❛s ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦♥t❛❝t ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦
♣❧❛❣✉❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❞♦♣❡❞ ❩♥❖ ✭✐✲❩♥❖✮ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♣❡❞ ♦♥❡ ❝❛♥
❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢❡❝t ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■●❙✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❈■●❙✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ♠❛❦❡
t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ♠✐❣❤t
❤✐♥❞❡r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲
✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳
✷✳✷ P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧
❚❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣✲♥
❥✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❲❤❡♥ t✇♦ s❡♠✐✲
❝♦♥❞✉❝t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥✲ ❛♥❞ ♣✲❞♦♣❡❞ ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
❝❤❛r❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❝❝✉rs ❝r❡❛t✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s ✐♥
❡❛❝❤ ❞♦♣❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✿ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❞♦♣❛♥ts ❛r❡
✐♦♥✐③❡❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥✱
♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞♦♣❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱
t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rr✐❡rs t♦
❞r✐❢t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡
♦❢ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❞♦♣✐♥❣✱ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t
❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①❝❡ss
♦❢ ♠✐♥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs t❤❛t ❝r♦ss t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈♦❧t❛❣❡
✶✵ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡②✲
❍❛❧❧✲❘❡❛❞ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♣ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣✿ ✭❛✮ ❝❛♣t✉r❡
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✭❜✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✭❝✮ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❛ ❤♦❧❡✱ ✭❞✮ ❡♠✐ss✐♦♥
♦❢ ❛ ❤♦❧❡✳ ❬✶✼❪
❝✉r✈❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
I = I0(e
qV
kBT − 1) , ✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ ■0 ✐s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✱ kB t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥
♠❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮ ♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐♥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❧♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞♦
♥♦t ✉s✉❛❧❧② ❤♦❧❞ ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s✿
• ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❢❛✐❧✳
• t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❡❣✐♠❡
0 = Gn −Rn + 1
q
∇Jn , ✭✷✳✷✮
0 = Gp −Rp + 1
q
∇Jp , ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ ●n ✭●p✮ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❤♦❧❡s✮✱ ❘n ✭❘p✮ ✐s t❤❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❤♦❧❡s✮ ❛♥❞ ❏n ✭❏p✮ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢
✷✳✷ P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✶✶
❡❧❡❝tr♦♥s ✭❤♦❧❡s✮✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡
❞❡✈✐❝❡ ∫
d3r
1
q
∇Jn =
∫
d3r (Rn −Gn) , ✭✷✳✹✮∫
d3r
1
q
∇Jp =
∫
d3r (Rp −Gp) . ✭✷✳✺✮
❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✈♦❧✲
✉♠❡ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❝✉rr❡♥t ❛s
I =
∫
dr3q (Rn −Gn) . ✭✷✳✻✮
❚❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t t❛❦❡
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞✿
• r❡str✐❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦♥❧② ❛s ✐♥
t❤❡ ❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ♥♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞
• ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ U ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✲t♦✲✈❛❧❡♥❝❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
Un,p = Rn,p −Gn,p = δ(n, p)/τn,p , ✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ τn,p ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♥✮ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✭♣✮✳
●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛rr✐❡rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✲t♦✲✈❛❧❡♥❝❡ r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✶✼❪✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❤♦❝❦❧❡②✲❘❡❛❞✲❍❛❧❧ ✭❙❘❍✮ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞ ❘❡❛❞ ✇❤✐❝❤
❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss❡s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ tr❛♣ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
❤♦❧❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡r♠Ge ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❣❡♥❡r❛t❡❞
t❡r♠ Gh✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ st✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✮
❛♥❞ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝✉rr❡♥t Ih ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s
I = Ih +
∫
dr3q (Un,p) . ✭✷✳✽✮
❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ✐s st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ♥❡t
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡s Un,p✳ ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞ ❘❡❛❞ ❞❡r✐✈❡❞ t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ❢♦r t❤❡✐r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡✿ ♦♥❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤❛r❣❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✶✷ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
δn ♦r δp ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♣s✱ ❛♥♦t❤❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ❧♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♣s ❬✶✼❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
❛s s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♣s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡
♥❡t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ U r❡❛❞s
U =
(p0 + δp)(n0 + δn)− n1p1
τp0(p0 + δp+ p1) + τn0(n0 + δn+ n1)
, ✭✷✳✾✮
✇❤❡r❡ n0 ✭p0✮ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❤♦❧❡✮ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ δn ✭δp✮ ✐s t❤❡
❡①❝❡ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❤♦❧❡s✮ ❛♥❞ τn0 ✭τp0✮ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐❢❡ t✐♠❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s
✭❤♦❧❡s✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs ◆✱ ✐ts ❝❛♣t✉r❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ σn ✭σp✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s vth
τn0,p0 =
1
Nσn,pvth
. ✭✷✳✶✵✮
❚❤❡ t✇♦ ❧❛st t❡r♠s n1 ❛♥❞ p1 t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❊F ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ tr❛♣ ❊t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛rr✐❡r✱ t❤❡② r❡❛❞
n1 = Nce
Et−Ec
kBT , ✭✷✳✶✶✮
p1 = Nve
Ev−Et
kBT , ✭✷✳✶✷✮
✇❤❡r❡ Nc ❛♥❞ Nv ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ st❛t❡ ❛t t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✭❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✮ ❡❞❣❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ r❡❝❛sts ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱
t❤❡♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❝❛rr✐❡rs ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡r♠s n1 ❛♥❞ p1✳ ■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡♣t♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡
♦r ❧❡ss ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✲t♦✲✈❛❧❡♥❝❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
♠✐❞❣❛♣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s❛t✉r❛t❡ s♦♠❡ ❧✐♠✐t✲
✐♥❣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞❡✈✐❝❡s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❧✐❣❤t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙❝❤♦❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✐❞❣❛♣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
✷✳✷ P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❈■●❙ r❡❝♦r❞ ❝❡❧❧ ❬✶✽❪✳ ▼❛❣❡♥t❛ ❛r❡❛ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t ✭❏m✱❱m✮ ✇❤✐❧❡ ♦r❛♥❣❡ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
P❂❱oc × Jsc
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✇❤✐❧❡ ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❞s t❤❡ ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡
r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❣❡t
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦ r❡❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ♦❝❝✉r✿ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✲t♦✲♠✐❞❣❛♣ ❛♥❞ ♠✐❞❣❛♣✲t♦✲✈❛❧❡♥❝❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❝❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s ❤❡♥❝❡
I = I0(e
qV
2kBT − 1) , ✭✷✳✶✸✮
✇❤❡r❡ ■0 ✐s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮
❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢
❛ ❢❛❝t♦r ✷✳ ❙✉❝❤ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✐❞❣❛♣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❝❡♥t❡r✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥
I = I0(e
qV
nkBT − 1) , ✭✷✳✶✹✮
✇❤❡r❡ n ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✿
✐❢ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝❧♦s❡ t♦ 2✱
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡r t♦ ✶✱ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧
r❡❣✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❈■●❙✲❜❛s❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ n ≈ 1.6/1.7✳ ❘❡❝♦r❞ ❝❡❧❧ ❞✐s♣❧❛②s
❤♦✇❡✈❡r ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r n ≈ 1.3 ❬✶✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❤❛r♠❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r
♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s✳
✶✹ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❚❤❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜tt✐♥❣
♦❢ t❤❡ ■✲❱ ❝✉r✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❧✐❦❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦r ❧♦✇ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✶✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✜t
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐♦❞❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛s
✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
I = I01e
qV
n1kBT + I02e
qV
n2kBT . ✭✷✳✶✺✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❛♥② ♦t❤❡r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡✿ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞
s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡s✳ ❙❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡s Rs ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❤✐❣❤
♣❤♦t♦❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ❏♦✉❧❡ ❡✛❡❝t s❝❛❧❡s ❛s RsI2✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❤✉♥t r❡s✐st❛♥❝❡s ❘shunt
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ✷✳ ❚❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
✐s t❤❡♥ r❡❝❛st ❛s
I = Ih − I0
(
e
q(V+Rs×I)
nkBT − 1
)
− V +RsI
Rshunt
. ✭✷✳✶✻✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Ih, I0, n, Rs ❛♥❞
Rshunt ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❛ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❩♥❖✴❈❞❙✴❈■●❙
s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❬✶✽❪✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✲❝✉rr❡♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦✲
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❛♥
❡①tr❡♠❡❧② r✐❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❧♦♦❦ ❛t t❤❡s❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
✷✳✸ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❖♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡
❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✐♥
t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✶✻✮ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Voc =
nkBT
q
❧♥
(
Jh
J0
+ 1
)
≈ nkBT
q
❧♥
(
Jh
J0
)
. ✭✷✳✶✼✮
✷❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤✉♥t r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❣❛♣ ❧❡✈❡❧
❛s ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❛t❤ ❢♦r ❝✉rr❡♥t✳
✷✳✸ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✶✺
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
• ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s t❤❡♥ n = 1
Voc =
Eg
q
− kBT
q
❧♥
(
qDnNcNv
JhNaLn
)
. ✭✷✳✶✽✮
❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❜✉❧❦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s
✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥t ◆a✱
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s Ln =
√
Dnτn ✇✐t❤ Dp t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❤♦❧❡s✱ ❛♥❞ τp t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❤♦❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❙❍❘ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❞♦♣❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❱oc ❜❡❝♦♠❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞
❜② ❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ♦t❤❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❆✉❣❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✸❪ ♦r
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳
• ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s n = 2✱ t❤❡r❡❜② ❧♦ss
✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t✇✐❝❡ ♠♦r❡ ❱oc t❤❛♥ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❙❛❤
❡t ❛❧ ❬✷✶❪ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧
s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ❜②
Jr ≈ kBTπ
2τnE
√
NcNv❡①♣
(
qV
2kBT
)
, ✭✷✳✶✾✮
✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞
✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐❡✳✳✱ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐✲
t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❡♥❡r❣② ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✮✱ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t ✇♦r❦ ✐♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝r❡❛t❡s ❛ r❛♣✐❞ ❞r✐❢t ♦❢
t❤❡ ❝❛rr✐❡rs t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❝❡♥t❡rs ♠❛② tr❛♣ t❤❡s❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst
♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② kBT/qE ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Ln✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥
❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t t❤❡♥ r❡❛❞s
Voc =
Eg
q
− 2kBT
q
❧♥
(
kBTDnπ
√
NcNv
2JhEL2n
)
, ✭✷✳✷✵✮
✶✻ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥tsNa ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
❛❜♦✉t ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡
r❡❣✐♦♥✳
• ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈❞❙✴❈■●❙ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❧♦ss ✐s t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r✐♥❣ ❛t ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❡❛t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st♦r✲
t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❞❡❢❡❝ts ♦r ✈❛r✐♦✉s tr❛♣s ❢♦r ❝❛rr✐❡rs✳ ■t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t
✈♦❧t❛❣❡
Voc =
Φp
q
− kBT
q
❧♥
(
qSpNv
Jh
)
, ✭✷✳✷✶✮
✇❤❡r❡ Sp ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❤♦❧❡s ❛♥❞ Φp ✐s t❤❡
❤♦❧❡ ❜❛rr✐❡r ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ❈■●❙ ❛♥❞ ❈❞❙✳ ❚❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ✈❡r② t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❈❞❙ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞♦♣❡❞ ❩♥❖ ♣❡r♠✐ts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❤✐❣❤✲❡✣❝✐❡♥❝②
❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❜✉❧❦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❛❜s♦r❜❡r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦t❤❡r ♣r♦✲
❝❡ss❡s ♠✐❣❤t ✐♠♣❛❝t ❱oc ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ❝♦♥t❛❝t ♦r ❞✉❡ t♦
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❱oc ❢♦r t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❢❛♠✐❧②
r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✶✺ ♠❡❱ ❢♦r ❈✉■♥❙❡2 t♦ ✽✻✶ ♠❡❱ ❢♦r ❈✉●❛❙❡2✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❤✐❡r❛r❝❤② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✿ ✐♥❞❡❡❞ ❈✉●❛❙❡2 ❤❛s t❤❡
❧❛r❣❡st ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❈✉■♥❙❡2 t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢♦r t❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ■sc
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✭✇❤❡r❡ ■0 ❛♥❞ ❘s ❛r❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❘shunt
❤✐❣❤✮✱ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ■♥st✐♥❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡
❝❛♥ ❢♦rs❡❡ t❤❛t ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐❧❧ ❛❜s♦r❜ ❧❡ss ♣❤♦t♦♥s t❤❛♥ s♠❛❧❧
❜❛♥❞❣❛♣ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧❡r s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥ts✳ ❋♦r ❈✉■♥❙❡2✱
❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❏sc ✐s ✹✶ ♠❆✴❝♠2 ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶✹✳✷ ♠❆✴❝♠2 ❢♦r
❈✉●❛❙❡2✳
✷✳✸ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✶✼
▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r P♦✐♥t
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭❱✱ ■✮ t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r P = V × I✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②
❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❝t❛♥❣❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♥❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❧♦❛❞ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥st❛♥❡♦✉s❧②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r✳
❊✣❝✐❡♥❝②
❊✣❝✐❡♥❝② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥✲
❞❡❡❞ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❛ss❡rts t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②
✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ q✉❛♥t✐t② ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✿ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❈❛r♥♦t ❝②❝❧❡ ✐s s✐♠♣❧②
ηC = 1− Tc
Th
, ✭✷✳✷✷✮
✇❤❡r❡ Tc ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ r❡s❡r✈♦✐r ❛♥❞ Th ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❤♦t r❡s❡r✈♦✐r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❤♦t r❡s❡r✈♦✐r ✐s s✐♠♣❧② t❤❡
s✉♥ ✇❤♦s❡ s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✇✐t❤ Th = 6000K ❛♥❞
t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ ❝♦❧❞ r❡s❡r✈♦✐r ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc = 300K✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ❈❛r♥♦t ❡✣❝✐❡♥❝② ❧✐♠✐ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ✾✺%✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥✲
tr♦♣② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲❛♥❞s❜❡r❣
❧✐♠✐t ❬✷✸❪ ηL = 93.3%✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r s♦❧❛r ❡♥❡r❣②
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ✶✾✻✶✱ ❙❤♦❝❦❧❡② ❛♥❞ ◗✉❡✐ss❡r ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✸❪ ✳■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❞❡t❛✐❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧❡ ♣❛✐rs ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② r❛❞✐❛t✐✈❡ ✭η = 31%✮ ❢♦r ❛ ❜❛♥❞❣❛♣ ❊g ≈ 1.4 eV✳ ❚❤❡
❙❤♦❝❦❧❡②✲◗✉❡✐ss❡r ❧✐♠✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✣❝✐❡♥t r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥
s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✐s ✷✹✳✺% ❬✷✹❪✱ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❙❤♦❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣❧❛❣✉❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✿
• ❛❧❧ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥✳
• ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐❢
t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❝♦♠❜✐♥❡✳
✶✽ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Eg [eV]
8
10
12
14
16
18
20
η 
[%
]
CuGaSe2
CuInS2
CuInSe2
Cu(In,Ga)Se2
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❊✣❝✐❡♥❝② η ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✈❡rs✉s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❊g ❬✸❪✳
❉✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s f, g, h, i, j r❡❢❡rs t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s✱
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡✴r❛❞✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞
r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸❪✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ r❡❝♦r❞ ❈■●❙ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜s♦r❜❡rs ❬✷✻❪ ✈❡rs✉s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❊g ≈ 1.4 eV✳
• r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ ❢✉❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛❧❧ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛ r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❬✷✺❪✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦✇❡r ♣♦✐♥t ▼PP ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ W × A
✇❤❡r❡ ❲ ✐s t❤❡ ❧✐❣❤t ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❆ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧
η =
Pm
W × A . ✭✷✳✷✸✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❈✉✲
❜❛s❡❞ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❛❜s♦r❜❡rs ✈❡rs✉s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛ss②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②
♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❜❛♥❞❣❛♣ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❊g✳ ❈❤❛❧❝♦♣②r✐t❡
❢❛♠✐❧② ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❢❛♠✐❧② ✶✾✳✾ % ❢♦r ❛
s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2✳
✷✳✹ ❈✉■♥✭❙❡✱❙✮2✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❄ ✶✾
❋✐❧❧ ❋❛❝t♦r
❚❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ▼PP ❛♥❞ Voc × Isc✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❝t❛♥❣❧❡
❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ■✲❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
r❡❝t❛♥❣❧❡ t❤❛t ❡♥❝♦♠♣♦ss❡s t❤❡ ■✲❱ ❝✉r✈❡✳
FF =
Pm
Voc × Isc . ✭✷✳✷✹✮
❚❤❡ ✜❧❧ ❢❛❝t♦r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤✉♥t r❡s✐st❛♥❝❡s✳
❚②♣✐❝❛❧ ✜❧❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❈✉✲❜❛s❡❞ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❢❛♠✐❧② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✽%
❬❈✉●❛❙❡2❪ ❛♥❞ ✼✼% ❬❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2❪
✷✳✹ ❈✉■♥✭❙❡✱❙✮2✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❄
❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2 ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ I42d
✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❛♥ ✐s♦❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ■■■✲❱ ❜✐♥❛r② s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❤❛s❡✱
③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤❛s❡s ❈✉❆✉ ❬✷✼❪ ♦r ❈✉Pt ❬✷✽❪
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡
♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❛♥✐♦♥ ✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✐✉♠ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♣♣❡r ❛t♦♠s ✇❤✐❧❡
❡❛❝❤ ❝❛t✐♦♥ ✐s t❡tr❛❤❡❞r❛❧❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ ❢♦✉r ❛♥✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s
t✇♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐✳❡✳ ✽ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲②❝❦♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
❈✉ ✭✵✱✵✱✵✮✱ ■♥ ✭✵✱✵✱✶✴✷✮ ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ ✭u✱✶✴✹✱✶✴✽✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ str✉❝t✉r❡
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳
■❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥❞✐✉♠ ❛t♦♠s ❜② ❝♦♣♣❡r ❛t♦♠s✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡
♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡
♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t✐♦♥s ✭■♥ ❛♥❞ ❈✉✮
r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦♥❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s RIn−(S,Se) ❛♥❞ RCu−(S,Se) ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s t❡tr❛❣♦♥❛❧❧② ❞✐st♦rt❡❞✱
✐✳❡✳ η ≡ c/2a 6= 1✳ ❋♦r ■♥✲❜❛s❡❞ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡✱ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s
✈❡r② s♠❛❧❧ η ≈ 1.006✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ✐s
❞✐st✉r❜❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r u ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ t✇♦
③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ u = 1
4
✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡s
u =
1
4
+
R2Cu−(S,Se) −R2In−(S,Se)
a2
, ✭✷✳✷✺✮
✷✵ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉■♥❙2✳ ❇❧✉❡ ♠✐❞❞❧❡✲s✐③❡ s♣❤❡r❡s r❡♣r❡s❡♥t
❝♦♣♣❡r ❛t♦♠s✱ ❧❛r❣❡ ❣r❡② s♣❤❡r❡s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥❞✐✉♠ ❛t♦♠s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ②❡❧❧♦✇✐s❤
s♣❤❡r❡s r❡♣r❡s❡♥t s✉❧❢✉r ❛t♦♠s✳
✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷✶ ❛♥❞ ✵✳✷✸✺
❢♦r ❈■❙✳
◆♦✇ ❧❡t ✉s t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❈■❙ t❤✐♥ ✜❧♠s✿ t❤❡② ♣r❡s❡♥t s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✇t❤✳
■t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s ❈■❙ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞✐s♣❧❛② ❛ ✈❡r② r✐❝❤ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❖✇✲
✐♥❣ t♦ ✐ts t❡r♥❛r② ♥❛t✉r❡✱ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❛r② ♦r t❡r♥❛r② ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❢♦r♠
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❈✉■♥❙❡2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❈✉ ❛♥❞ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣✉r❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ♣❤❛s❡ α ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ r❛t❤❡r
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡✳ ■ts ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ❜② t❤❡ s❡❣✲
r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉2−y❙❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r ❧♦✇❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
s❡❝♦♥❞❛r② ♣❤❛s❡ β ❛♥❞ δ✳ ❚❤❡ β✲♣❤❛s❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ❞❡❢❡❝t ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❈✉■♥3❙❡5 ✇❤✐❧❡ δ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♣❤❛❧❡r✐t❡ ♣❤❛s❡✳ ▼♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣
✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳
❯s✉❛❧❧②✱ P❱ ❣r❛❞❡ ❈■●❙ s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❈✉✲♣♦♦r ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ α ♣❤❛s❡✳ ❆❧❧ s✉❝❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♣❡r❢❡❝t st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢❡❝ts✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈■❙
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✷✳✹ ❈✉■♥✭❙❡✱❙✮2✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❄ ✷✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❈✉■♥❙❡2 ❛❧♦♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲❜✐♥❛r② ❝✉t ■♥2❙❡3✲
❈✉2❙❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵✲✸✷ % ♦❢ ❈✉ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✶✵✵✲✶✵✵✵
◦
❈ ❬✷✾❪
♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❛t ✇♦r❦ ✐♥ ❈■❙✳
❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✾✽ ❛ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts
✐♥ ❈✉■♥❙❡2 ✉s✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡② ❞r❡✇ ✜✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿
• ❉❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❈■❙ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s
• ❚❤❡ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝② ❱Cu ❤❛s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
• ❱Cu ❢♦r♠s s❤❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡♣t♦r ❧❡✈❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s❡❧❢✲
❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ❈■❙✳
• ◆❡✉tr❛❧ ❞❡❢❡❝t ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝✐❡s
❱−Cu ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥❞✐✉♠ ❝♦♣♣❡r ❛♥t✐s✐t❡ ■♥
2+
Cu ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
❜❡♥✐❣♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❣❛♣ ■♥2+Cu st❛t❡s ❜②
t✇♦ ❱−Cu ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳
✷✷ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♥❛❧②s❡
t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❩♥❖ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ❱Cu ❛♥❞
■♥Cu ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ♣♦❧❛r s✉r❢❛❝❡ ✭✶✶✷✮ ♦❢ ❈■❙ ❛♥❞ ❈■❙ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■t ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❈■❙ s✉r❢❛❝❡s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t
❛ str♦♥❣ ❈✉ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❜✉❧❦ ✐s ♣✲t②♣❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♥✲❞♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❱Cu ❛♥❞ ■♥Cu ❛r❡ Ef ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡s✐❣♥
t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❩♥❖✱ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧
✐s ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❱Cu ❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ t②♣❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ♦❝✲
❝✉rs ❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s ❬✸✵❪✳
❚❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣✲t②♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❈■❙ ✉♥❞❡r ❈✉✲♣♦♦r ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❱Cu✱
s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛s ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
❞❡❢❡❝t ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭❖❉❈✮ ♣❤❛s❡ β r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢❡❝t 2❱−Cu+ ■♥
2+
Cu
✸✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❞❡❢❡❝ts ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡♣❧❡✲
t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ❛t♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ■♥ t❤✐♥✲✜❧♠s✱ t❤❡ β
♣❤❛s❡ ✐s r❛r❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦✿ ✭✐✮ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡
✐♥t♦ ❈■❙ ❬✸✶❪ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✉♠ ❜② ❣❛❧❧✐✉♠ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ♣❤❛s❡✱ ✭✐✐✮ ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
t❤❡ α ♣❤❛s❡ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✱ ✭✐✐✐✮ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β ♣❤❛s❡ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥
❜② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❬✸✷❪ ♦r ♠✐s✲
♠❛t❝❤ ❡✛❡❝ts ❬✸✸❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s st✉❞② ♦♥ ❞❡❢❡❝ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈✉ ❛♥❞ ■♥✱ ▲❛♥②
❡t ❛❧✳ ❬✸✹✱ ✸✺❪ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❜✉❧❦ ❈■●❙ ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡
❱Se ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ p✲t②♣❡ ♣❡rs✐st❛♥t ♣❤♦t♦❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❱Se✲❱Cu ♠❛② ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❡♣ ❤♦❧❡ tr❛♣ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛t ✷✻✵ ♠❡❱ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❬✸✻❪✳
❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ st❡♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s
st✐❧❧ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧② ❛♥❞ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡✛❡❝ts✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◆❛ ♦♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ✐♥t♦
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❣r♦✇t❤✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
◆❛❙❡x t❤❛t ❝❛♥ ♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❙❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧♠✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱Se ❞♦♥♦r ❬✸✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ◆❛ ❝❛♥ ❞❡❧❛② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❈✉■♥❙❡2 ❛t
✸❖❉❈ ✉s✉❛❧❧② ❞✐s♣❧❛②s ❛ n✲t②♣❡ ❞♦♣✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥
p✲t②♣❡ ❚❈❖ ❧❛②❡r ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣✲t②♣❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳
✷✳✹ ❈✉■♥✭❙❡✱❙✮2✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❄ ✷✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❉❡❢❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❈✉■♥❙❡2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❜
✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❬✷❪
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❧♦✇ ✸✽✵◦✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ α ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥✲
❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❬✸✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ◆❛✲❙❡ ❜♦♥❞s
✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❬✹✵❪✿ ◆❛ ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ ■♥ ♦r ●❛ s♦ t❤❛t ◆❛In,Ga
✐s ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❛❝ts ❛s ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡♣t♦r✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ p✲t②♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r
♦❢ ❈■❙✳ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❈✉ ❜② ◆❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝t ■♥Cu ❬✹✶❪✳ ❇♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ◆❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣r♦✇ ❞❡✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ❈■●❙ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ✵✳✶ % ❛♥❞ s✉❝❤ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ◆❛ ✐s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❬✹✷❪✳ ❚❤✉s✱
♦♥❡ ♠❛② ❢❛✈♦✉r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❛ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t
❞✉r✐♥❣ ✜❧♠ ❣r♦✇t❤ t❤❛♥ ❜② ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ α ♣❤❛s❡ ✇❛s t❤❡ ❜❡♥❡✲
✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ●❛✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ◆❛✱ ●❛ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❜② s❧♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✜❧♠ ✐ts❡❧❢ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦ ❞♦✉❜t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ●❛
✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❲❡✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✸❪ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❜② t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ♣❤②s✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉●❛❙❡2 ❛♥❞ ❈✉■♥❙❡2✿ ●❛Cu
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ■♥Cu s♦ t❤✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❞♦♥♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤
❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✜❧♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢❡❝t ✷❱−Cu✰■♥
2+
Cu ✐s
❧❡ss ❧✐❦❡❧② ✐♥ ❈✉●❛❙❡2 t❤❛♥ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ ❈✉■♥❙❡2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ β
✷✹ ✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♦❧❛r ❝❡❧❧s
♣❤❛s❡ ✐s ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥ ❈✉●❛❙❡2 ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ●❛ ✐♥ ❈✉■♥❙❡2 ♠❛❦❡s t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② β ♣❤❛s❡ s❤r✐♥❦✳ ■t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ●❛✲❝♦♥t❡♥t ❛r♦✉♥❞ ●❛✴●❛✰■♥ ≈ ✵✳✷✲✵✳✸ t❤❛t ♠❛❦❡s
t❤❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❬✹✹❪✳ ❘❡❝♦r❞ ❝❡❧❧s ❬✹✺❪ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❬✹✻❪ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡✐r ❈✉✭■♥✱●❛✮❙❡2 ❛❜s♦r❜❡rs✳ ❖t❤❡r
❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ✐♠♣❛❝t ❢❛✈♦r❛❜❧② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❈■●❙ ♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ❧✐❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❧❢✉r ♦r ♦①②❣❡♥ ❬✶✸❪✳
●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈■●❙ s♦✲
❧❛r ❝❡❧❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❙✐✲ ❛♥❞ ●❛❆s✲❜❛s❡❞ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧❛r ❝❡❧❧s s✉✛❡r
❢r♦♠ ❧❛r❣❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬✹✼✱ ✹✽❪✱ ❈■❙ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦✲
❧❛r ❝❡❧❧s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡✐r s✐♥❣❧❡✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✿ t♦❞❛②✱
r❡❝♦r❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✷✵% ❬✹✺❪ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞ s✐♥❣❧❡✲❝r②st❛❧ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ✶✸% ❬✹✾✱ ✺✵❪✳
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ ❈■❙ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s ✐✳❡✳ ✶✲✷µ♠✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙✐
❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺ ♠♠✳ ❖♥❝❡ ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❢♦r♠❡❞✱ st❛t❡s ♠❛② ❛♣✲
♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❛❝t ❛s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs✳ ❙✉❝❤ st❛t❡s
r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❧❛②❡r
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙✉❝❤ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✿ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦
❛❝t ❛s ❛ ❤♦❧❡ ❜❛rr✐❡r ✇❤♦s❡ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Φb✳✹✳ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✐♥ ❈■❙ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❛r ✭✶✶✷✮ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛ss✐✈❛t❡❞
✇✐t❤ ❱Cu✱ ■♥Cu ❛♥❞ ✷❱−Cu✰■♥
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Cu ❞❡❢❡❝ts✳ ❆s ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ p✲d r❡♣✉❧s✐♦♥
t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡❧❛①❡❞✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❈✉
❛t♦♠s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✿ s✉❝❤ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♦✛s❡t ∆Ev ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❜❛rr✐❡r ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❜❛rr✐❡r ✐s t❤❡♥ Φ∗b = Φb+∆Ev
❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✷✲✵✳✸ ❡❱✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs ♠✐❣❤t ❣❡t tr❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐♠✐♥✐s❤
t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② Φb✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ∆Ev ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠❛❥♦r✐t② ❝❛rr✐❡rs ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛t t❤❡
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ∆Ev > 0.2 ❡❱ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❝❧✐♣s❡ s✉❝❤
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈■●❙ s♦❧❛r ❝❡❧❧ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
p−n ❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✺✷❪✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡ ❢♦r ♠✐♥♦r✐t② ❝❛rr✐❡r ❝✉rr❡♥t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✹■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞
❛t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❜❡ ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡♣♦rts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✷✳✹ ❈✉■♥✭❙❡✱❙✮2✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❄ ✷✺
❛r❡ ♦r✐❡♥t❛t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥✱ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
❞❡❛❞ ❧❛②❡r t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❬✺✶❪✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❈■●❙ ✐s ❛ r❛t❤❡r ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✲
✐❞❡♥❝❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡❢❡❝ts s❡❡♠ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❜✉t t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st✉❞② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s✉♣❡r❝❡❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ ❛❧❧ ❛❜ ✐♥✐t✐♦
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ❉❋❚✱ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ❛♥❞
✇❡ ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳

❈❤❛♣t❡r ✸
❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞
❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ✐s st✐❧❧ ❛ tr❡♠❡♥✲
❞♦✉s t❛s❦ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❞r❡ss❡❞ ♣❛rt✐❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ ♣✉r❡❧② t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ s♦❧✈❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♠♦r❡
t❤❛♥ ✽✵ ②❡❛rs ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✱ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛s❦ ✐s st✐❧❧ ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♠❛ss ♠e ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ♠❛ss MI
H =
∑
i
−~2
2me
∇2i +
∑
I
−~2
2MI
∇2I +
1
2
∑
i6=j
e2
|ri − rj|
−
∑
i,I
ZIe
2
|RI − ri| +
1
2
∑
I 6=J
ZIZJe
2
|RI −RJ | ✭✸✳✶✮
= Te + TN + Ue−e + Ue−N + UN−N , ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡ ✐♥❞✐❝❡s i ❛♥❞ j r✉♥ ♦✈❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ I ❛♥❞ J ♦✈❡r ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ✜rst
t✇♦ t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❚e✮ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ✭❚N✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✭❯e−e✮✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ✭❯e−N✮✱ ❛♥❞
♥✉❝❧❡✉s✲♥✉❝❧❡✉s ✭❯N−N✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❙❊✮ t❤❡♥ r❡❛❞s
HΨ = EΨ , ✭✸✳✸✮
✇❤❡r❡ Ψ ✐s t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ E ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ O ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✷✼
✷✽ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
✈❛❧✉❡ 〈O〉 s✉❝❤ ❛s
〈O〉 = 〈Ψ|O|Ψ〉〈Ψ|Ψ〉 . ✭✸✳✹✮
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
E✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✸✮ Ψ ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② E0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Ψ0✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ✇❡r❡
❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✸✳✸✮✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛s Ψ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s {r1..rN ,R1...RM} ✇❤❡r❡ N ❛♥❞ M r❡♣r❡s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡q✉❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
❛ s②st❡♠ ♦❢ M ♥✉❝❧❡✐✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ N ❛♥❞ M ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❛t ✐s ✶✵23✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞② ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Ψ✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦♣❡♥
❛ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳
✸✳✶ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❇② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❛❜♦✉t ✸✲✹ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛st ♦♥❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇♦r♥ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r
✭❇❖✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐♠♣❧✐❢② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ H
Ψ = φ(ri : RI)χ(RI) , ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ φ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ❧❛tt✐❝❡
(Te + Ue−e + Ue−N)φ(ri : RI) = Ee(RI)φ(ri : RI) . ✭✸✳✻✮
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r H t♦ Ψ
HΨ = φ(ri : RI){TN + UN−N + Ee(RI)}χ(RI)
−
∑
I
~
2
2MI
{
2∇Iχ · ∇Iφ+ χ∇2Iφ
}
,
✭✸✳✼✮
✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ χ(RI) st❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
{TN + Ee + UN−N}χ = Eχ , ✭✸✳✽✮
✸✳✷ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠ ✷✾
✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠ Ee ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❡♥❡r❣②
❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝
t❡r♠s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛s❦ ♦✉rs❡❧✈❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ t❡r♠s
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♥♦♥
❛❞✐❛❜❛t✐❝ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❩✐♠❛♥ ❬✺✸❪✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ ♠e✴▼I ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵−3 ♦r ✶✵−5✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❜✉t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ t❡r♠ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ✱ ✐✳❡✳✱ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❬✺✹❪✳
❚❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✺✺❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❛
❣✐✈❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ φi ✇❤❡♥ t❤❡ ❛t♦♠s ♠♦✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❇❖ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t♦ tr❡❛t s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❛✐♥❧② ✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥❧②✱
✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧②✳ ❆❧❧
t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❖ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦❡♣t ✜①❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r s②st❡♠✿ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡♠ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦r ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❢♦r❝❡ t❤❡♦r❡♠✳
✸✳✷ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠
❋❡②♥♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✸✾ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢♦r❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❍❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ t❤❡♦r❡♠❬✺✻❪
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❢♦r❝❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝✲
tr♦st❛t✐❝s ♦♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ♥✉❝❧❡✐ i ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
Fi = − ∂E
∂❘i
. ✭✸✳✾✮
❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
E = 〈Ψ|H|Ψ〉 ✇❤❡r❡ Ψ ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
Fi = −〈Ψ| ∂H
∂❘i
|Ψ〉 − 〈 ∂Ψ
∂❘i
|H|Ψ〉 − 〈Ψ|H| ∂Ψ
∂❘i
〉 . ✭✸✳✶✵✮
✸✵ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❚❤❡ t✇♦ ❧❛st t❡r♠s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ✈❛♥✐s❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② t❡r♠s ♦❢ H ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❘i ❛r❡ ❯e−I ❛♥❞ ❯I−I✳ ❚❤❡②
❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❯e−e ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t t❡r♠ t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ♥✉❝❧❡✐
❛r❡ ♠♦✈✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vext(r)✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Fi = −
∫
d3rn(r)
∂vext(r)
∂❘I
− ∂EII
∂❘I
. ✭✸✳✶✶✮
❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❜❛❝❦
t♦ ❊q✳ ✭✸✳✶✵✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥ ❡①tr❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳
✸✳✸ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ0 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st
✐♥t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② n0(r) ❞❡✜♥❡❞ ❛s
n0(r) = N
∫
dr2...drN |Ψ0(r, r2..rN)|2 . ✭✸✳✶✷✮
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥0 ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞
❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t t♦ tr❡❛t r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❤♦♠❛s ❬✺✼❪
❛♥❞ ❋❡r♠✐ ❬✺✽❪✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥
❣❛s ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② n = n0(r)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢
s✐♠♣❧❡ s②st❡♠s ❬✺✾❪✳
■♥ ✶✾✻✹✱ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❬✻✵❪✳
❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s✿
• t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❱ext ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♥0✳
✸✳✹ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ s②st❡♠ ✸✶
• t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❊❬♥❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❱ext✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❱ext✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t②
♥0✭r✮ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❊❬♥❪✳
❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
E[n] = T [n] +
∫
drn(r)Vext(r) + Ve−e[n] , ✭✸✳✶✸✮
✇❤❡r❡ T [n] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❱e−e❬♥❪ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐✳❡✳ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ 〈Ue−e〉✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢
t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐r✐❛❧ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
t❡r♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✳
❲❤✐❧❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ♥♦
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s②t❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮✳
✸✳✹ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ s②st❡♠
■♥ ✶✾✻✺✱ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❉❡♥s✐t②
❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ❬✻✶❪✿ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s s✐♠♣❧❡✿
r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠
♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ veff ✇❤✐❝❤ ✐s t✉♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❲❡
st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✭✸✳✶✸✮
EHK [n] = T [n] +
∫
drvext(r)n(r) + Ve−e[n] , ✭✸✳✶✹✮
✇❤❡r❡ ❚❬♥❪ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❊int❬♥❪ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ s②st❡♠
EKS[n] = Ts[n] +
∫
drvext(r)n(r) + EHartree[n] + Exc[n] , ✭✸✳✶✺✮
✸✷ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
✇❤❡r❡ ❚s❬♥❪ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❊Hartree ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡
❡♥❡r❣② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② tr❡❛t❡❞ ❝❧❛ss✐✲
❝❛❧❧②✳ ❊xc ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
EKS[n] = EHK [n] ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
Exc[n] = T [n]− Ts[n] + Ve−e[n]− EHartree[n] . ✭✸✳✶✻✮
■t ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✻✮ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❊xc❬♥❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❡t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❍❑ t❤❡♦r❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❑❙ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥
δ
δn
{
EKS[n]− µ
(∑
i
ni −N
)
−
∑
i,j
ǫij
∫
dr
(
φi(r)φ
∗
j(r)− δi,j
)}
= 0 ,
✭✸✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ni ❛r❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s i✱ µ ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
∫
drn(r) = N ✐✳❡✳ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ǫij ❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r✲
♠❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φi✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❢✉rt❤❡r s✉❝❤ ❛s
δEKS[n]
δn(r)
=
δTs[n]
δn(r)
+ vext(r) +
∫
dr′
n(r′)
|r− r′| +
δExc
δn(r)
[n] . ✭✸✳✶✽✮
❆s t❤❡ ❑❙ s②st❡♠ ✐s ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❊q✳ ✭✸✳✶✼✮ ✐s s♦❧✈❛❜❧❡✿ t❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞②
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s
✈❡r②✜♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥(
−∇
2
2
+ vKS(r)
)
φi(r) = ǫiφi , ✭✸✳✶✾✮
✇❤❡r❡ vKS ✐s ❛ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
vKS(r) = vext(r) +
∫
dr′
n(r′)
|r− r′| +
δExc
δn(r)
. ✭✸✳✷✵✮
■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
n(r) =
N∑
i=1
|φi(r)|2 . ✭✸✳✷✶✮
✸✳✺ P❤②s✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✸✸
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vxc = δExc[n]/δn ✐s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ❡①❛❝t
❜✉t ✐t ❝❡rt❛✐♥❧② ♥❡❡❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛st t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛
♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s
✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t②✱ vxc✳ ❲❡ ❤❛✈❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
t❤❡ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s ǫi✳
✸✳✺ P❤②s✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✳ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠ ❄✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✜rst✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛s
Eg = I − A , ✭✸✳✷✷✮
✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✜rst ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ A ✐s t❤❡ ❛✣♥✐t② ❡♥❡r❣②✳ I ❛♥❞ A ❛r❡
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♣❤♦t♦♠♦❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ~ω ✐♠♣✐♥❣❡s t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠✐❣❤t
❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐✳❡✳ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❧❡✈❡❧ Evac = Ef + φ ✇❤❡r❡
Ef ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ φ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❊kin✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② st❛t❡ i ✶✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞s
~ω + E(N, 0) = (Ekin + φ) + E(N − 1, i) , ✭✸✳✷✸✮
✶P❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
✐♥❡❧❛st✐❝ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦✈❡rs ❜❡❢♦r❡
❧♦s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❜s♦r❜s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✐t s❤❛❧❧ t❤❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❡s❝❛♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡♣t❤
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ✐s ❡♥❡r❣②
❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✶✵✵
❡❱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❬✻✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛r❞ ❳✲❘❛② ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❤❛s r❡❝❡♥t❧②
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❜❡ ❜✉❧❦✲❧✐❦❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✸✹ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
✇❤❡r❡ E(N, 0) ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ E(N − 1, i) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ◆✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ i✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡❥❡❝t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜rst ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛s
I = ♠✐♥ {Ekin + φ− ~ω} , ✭✸✳✷✹✮
❘❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✷✹✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
I = min
i
{E(N − 1, i)− E(N, 0) = E(N − 1, 0)− E(N, 0)} . ✭✸✳✷✺✮
▲❡t ✉s t✉r♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❛✣♥✐t② A✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣r♦❝❡ss
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②
❊kin ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ◆ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠✐❣❤t
r❡❧❛① t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ i✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ~ω✳ ■♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦♥❡ ♠♦r❡
t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥
Ekin + E(N, 0) = φ+ ~ω + E(N + 1, i) . ✭✸✳✷✻✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
−A = min {Ekin − φ− ~ω} = min
i
{E(N + 1, i)− E(N, 0)} , ✭✸✳✷✼✮
❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ Eg ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Eg = I − A = E(N + 1, 0) + E(N − 1, 0)− 2E(N) . ✭✸✳✷✽✮
❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r s②s✲
t❡♠ ✇✐t❤ N ✱ N + 1 ❛♥❞ N − 1 ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝❛st t❤✐s ✐♥t♦
❛ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣✐❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✷✱ ❑♦♦♣♠❛♥s✬
t❤❡♦r❡♠ ❬✻✸❪ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str✐❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ r❡s✉❧ts✿
• ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡✲
②♦♥❞ ❍❛rtr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐✲
❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❜❡②♦♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳
✷❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✸✳✺ P❤②s✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✸✺
• ♦r❜✐t❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✿ ✇❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦ ♦r❜✐t❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛♥t ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ r♦✇s ♦r ❝♦❧✉♠♥s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱
❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ♦r ❛♥②
✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❍❋ ❡st✐♠❛t❡s
♣♦♦r❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ■♥ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣
✐s ✼✳✸ ❡❱ ❜✉t ❍❋ ♣r❡❞✐❝ts Eg = 15 ❡❱ ❬✻✹❪✳ ❖♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t
❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ǫi ♦❢ ✭✸✳✶✾✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ {ǫi} ❛r❡ ❥✉st ❜②✲♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡♠❡♥t✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞
st❛t❡ ǫN ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ǫN = −I ❬✻✺❪✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✱ ▲❡✈② ❡t ❛❧ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ❛s t❤❡ ❑❙ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡♥s✐t② ✐s ❡①❛❝t t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐t r →∞✱ n0(r)→ |ψN|2✱
✇❤❡r❡ ψN ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤
st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡①t❡♥❞❡❞ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
s❤♦✉❧❞ ❢♦r♠ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
ψN ✐s ❡①❛❝t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ǫN ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ◆ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ◆✰✶
❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ǫKSN+1(N + 1) ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❜❡❝♦♠❡s
Eg = ǫ
KS
N+1(N + 1)− ǫKSN (N) , ✭✸✳✷✾✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ǫKS r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ♥♦✇ ✇✐t❤
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐t❤ N + 1✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ EKSg ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐✳❡✳
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜rst
✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡①♣r❡ss✐♦♥
t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s
Eg =
(
ǫKSN+1(N)− ǫKSN (N)
)
+
(
ǫKSN+1(N + 1)− ǫKSN+1(N)
)
= EKSg +∆xc ,
✭✸✳✸✵✮
✇❤❡r❡ ∆xc = ǫKSN+1(N+1)−ǫKSN+1(N) ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❑❙ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❡q✉❛❧ t❤❡ r❡❛❧
❜❛♥❞❣❛♣ ✉♥❧❡ss ∆xc = 0✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✻✻✱ ✻✼❪❀ ✐t ✐s t❤❡
✸✻ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
r❡❛s♦♥ ✇❤② ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❧✐❞ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧
t❤❡♥ ♦♥❧② ✐♥❞✉❝❡ ✐♥✜♥✐t✐s❡♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
vxc ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧✿ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠✉st
✐♥❞✉❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ∆xc ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣② Exc
Exc[n] =
∫
drn(r)ǫxc([n], r) , ✭✸✳✸✶✮
✇❤❡r❡ ǫxc ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ①❝
♣♦t❡♥t✐❛❧
vxc(r) =
δExc
δn(r)
= ǫxc([n], r) +
∫
dr′n(r′)
δǫxc([n], r
′)
δn(r)
. ✭✸✳✸✷✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮ r❡ss❡♠❜❧❡s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐✳❡✳
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✐✳❡✳ ✐♥✜♥✐✲
t✐s❡♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② δ✱ t❤❡ ❡①❛❝t ①❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② r❡❛❞s
∆xc(r) = lim
δ→0
(
δExc
δn(r)
∣∣∣∣
N+δ
− δExc
δn(r)
∣∣∣∣
N−δ
)
. ✭✸✳✸✸✮
❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ✈❛r② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s
✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ r❡❣✐♦♥✮✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❥✉♠♣ ✐♥
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❬✺✹❪✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ✇❤②
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❲❡
❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s t♦ vxc t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
s♦❧✐❞s✳
✸✳✻ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❱xc
✸✳✻✳✶ ▲♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡
▲♦❝❛❧ ❉❡♥s✐t② ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮✳ ❖♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✸✳✻ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❱xc ✸✼
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ǫhomxc ❬✻✽❪✱ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥
Exc[n] =
∫
n(r)ǫhomxc (n(r))d
3r . ✭✸✳✸✹✮
❖♥❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✇♦r❦
♦♥❧② ❢♦r s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② r❡ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ✇♦r❦ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ❡✈❡♥ ❢♦r
s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✈❡r② ✐♥❤♦♠❡❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ♣❛r❛❞♦① ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r
❞❡♥s✐t② ρ2(r, r✬)✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r
❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r✬✳
ρ2(r, r
′) = N(N − 1)
∫
dr3...drNΨ
∗(r, r′, r3...rN)Ψ(r, r
′, r3...rN) , ✭✸✳✸✺✮
✇❤❡r❡ Ψ ✐s t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr♦♥s✱ ρ2(r, r✬) 6= ρ(r)ρ(r✬)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭①❝✮ ❤♦❧❡ ρxc(r, r✬) ❛s
ρ2(r, r
′) = ρ(r)ρ(r′) + ρ(r)ρxc(r, r
′) . ✭✸✳✸✻✮
❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡s ❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐✳❡✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t r✬ ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡ ✐s
♦♥❡ ❛t r
ρxc(r, r
′) =
ρ2(r, r
′)
ρ(r)
− ρ(r′) . ✭✸✳✸✼✮
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ ❤❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✿ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①✲
❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❡✜❝✐t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛❞❞✐♥❣ ✉♣
t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♠ r✉❧❡✿∫
ρxc(r, r
′)dr′ = −1 . ✭✸✳✸✽✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✭❱▼❈✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ▲❉❆ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡ ▲❉❆ ①❝✲❤♦❧❡ ✐s
s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❱▼❈✱
❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦♥❡ ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❉❆✳ ▲❉❆ ①❝✲❤♦❧❡ ❢✉❧✜❧❧s
s✉♠ r✉❧❡ ✭✸✳✸✽✮✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡✱ ▲❉❆ ①❝✲❤♦❧❡
♠❛② ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡rr♦rs✱ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♦rt❤❡r ♣❛rt ♦❢ s♣❛❝❡
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t
✸✽ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❡ ρxc(r, r✬)✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✜①❡❞
❛t t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ✭✶✶✵✮ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❜✉❧❦ s✐❧✐❝♦♥✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧
◗✉❛♥t✉♠ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ▲❉❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✻✾❪✳
✐❢ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡
Exc =
∫
drn(r)
∫
dr′
ρxc(r, r
′)
|r− r′| . ✭✸✳✸✾✮
❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❬✼✵❪✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❘❂r✬✲r ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❡♥
r❡❛❞s
Exc =
∫
drn(r)
∫ ∞
0
dRR2
1
R
∫
dΩρxc(r,❘) . ✭✸✳✹✵✮
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ρxc✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ρxc ✐s
✐♥❛❝❝✉r❛t❡✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ▲❉❆ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s♦❧✐❞s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞
❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✲
✐③❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s 3d ♦r 4f st❛t❡s✳ ❉❋❚✲▲❉❆ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
str♦♥❣❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡
❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ✐ts❡❧❢ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦st
♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❊xc ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧s ❡①❛❝t❧② s✉♠ r✉❧❡s✳
✸✳✻ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❱xc ✸✾
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ tr❡❛t✐♥❣ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ▲❉❆ ✐s t♦ ❡①♣❛♥❞ ❊xc[n] ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢
t❤❡ ❞❡♥s✐t② n✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❣✐✈❡s
r✐s❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✸✳✻✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ▲❉❆ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ①❝ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ❑♦❤♥ ❛♥❞ ❙❤❛♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ✭●❊❆✮✳
EGGAxc [n] =
∫
d3rn(r)ǫxc(n(r),∇n(r)) . ✭✸✳✹✶✮
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ●❊❆ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ▲❉❆ ❬✼✶✱ ✼✷❪✳
❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ①❝✲❤♦❧❡ ♦❢ ●❊❆ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❛rt ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡♥❡❞ ❬✼✸❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ s✉♠
r✉❧❡s ❧✐❦❡ ❊q✳ ✭✸✳✸✽✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉❧✲
✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s♦♠❡ ❧✐♠✐t ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❡①❛❝t ❤♦❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✼✹❪✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ✶✴r ❬✼✺❪✱ t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❧✐♠✐t ❬✼✻❪✱ ♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❬✼✼❪✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❉❆✱ ●●❆ t❡♥❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥
❡♥❡r❣②✳ ■t ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❡①♣❛♥❞ ❜♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
●●❆ ✉s✉❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s s✉❝❝❡ss❡s
♦❢ ●●❆ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❉❆ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❝❝ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ✐r♦♥ ❬✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵❪ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ●●❆ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❉❆✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ●●❆ ❛♥❞ ▲❉❆ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠
t❤❡ ①❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ∆xc r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✐ts❡❧❢✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ●●❆ ♦✈❡r ▲❉❆✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ●●❆ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❝✲
❝✉r❛t❡ ❢♦r ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱ ✐t t♦t❛❧❧② ❢❛✐❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t
❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❤❡❛✈② ❝♦♥st✐t✉❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♠❡t❛❧ 5d ❬✽✶❪
♦r ✜❢t❤ r♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✽✷✱ ✽✸❪ ✇❤✐❧❡ ▲❉❆ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ●●❆ ✇✐t❤ ▲❉❆ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝s
❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
✹✵ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●r❛❞✐❡♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
s✉♠ r✉❧❡s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ▲❉❆✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❉❆ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
♥♦t s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝②
♦❢ ▲❉❆ ♦r ●●❆ ✐♥ t❤❡ tr❡❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣s ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠
r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❡rr♦rs ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ ●●❆ ♦r ▲❉❆ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞②✳
✸✳✼ ❙❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✸✳✼✳✶ ❙❡❧❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ①❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐s t❤❡
s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❙■✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
■♥ ✶✾✸✹✱ ❋❡r♠✐ ❡t ❛❧✳ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❯e−e ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❬✽✹❪
U [n] =
1
2
∫ ∫
drdr′
n(r)n(r′)
|r− r′| . ✭✸✳✹✷✮
■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❤❡r❡ n(r) = |φ(r)|2✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮ ❞♦❡s
♥♦t ✈❛♥✐s❤✿ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❢✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐s s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢r❡❡ ❛s t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ t❡r♠ ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❡①❛❝t❧② ❜② t❤❡
s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠
Ex = −1
2
∑
i,j∈♦❝❝
∫
dr
∫
dr′
φ∗i (r)φ
∗
j(r
′)φj(r)φi(r
′)
|r− r′| , ✭✸✳✹✸✮
✇❤❡r❡ φi ❛r❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ Ex ❜❡❝♦♠❡s
Ex = −1
2
∫
dr
∫
dr′
φ∗(r)φ(r)φ(r′)φ∗(r′)
|r− r′| = −U [n] . ✭✸✳✹✹✮
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ex✱ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ❛ ❑❙ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❝❤ ❛s ▲❉❆ ♦r ●●❆✱ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❍❛rtr❡❡ t❡r♠ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r r❡❛❧ s②st❡♠s✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s d ♦r f ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✸✳✼ ❙❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✹✶
✇♦r❦ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝✉r❡ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛s ❈✉ 3d st❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❈■❙✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❍❛rtr❡❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✺ ❡❱ ❢♦r ❈✉ 3d ❬✽✺❪✳
❋❡r♠✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡♠❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤✐s s♣✉r✐♦✉s ❡✛❡❝t✱
♥❛♠❡❧②
Ue−e[n] = U [n]−NU
[ n
N
]
, ✭✸✳✹✺✮
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ n/N ✐s ❛ r✉❞✐♠❡♥t❛r② ♦♥❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ N ❡❧❡❝tr♦♥s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢❛❝t♦r ◆ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❡r♠✐✬s s♣✐r✐t✱ P❡r❞❡✇ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❬✽✺✱ ✽✻❪
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♥❝❡❧
t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
∀i ∈ ♦❝❝, EH [|φi|2] + Exc[|φi|2] = 0 . ✭✸✳✹✻✮
❆s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ❝❛♥❝❡❧s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♦♥❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦
r❡❧❛t✐♦♥s
∀i ∈ ♦❝❝
{
EH [|φi|2] + Ex[|φi|2] = 0 .
Ec[|φi|2] = 0 . ✭✸✳✹✼✮
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❊xc✱ t❤❡
s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❙■❈✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞s
ESICxc [n] = E
app
xc [n]−
∑
i∈ occ
{
Eappxc [|φi|2] + EappH [|φi|2]
}
. ✭✸✳✹✽✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❑❙✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙■❈ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮
viSIC(r) = vext(r) + vH [n](r)− vH [ni](r) + vxc[n](r)− vxc[ni](r) , ✭✸✳✹✾✮
✇❤❡r❡ ni = |φi|2✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙■❈ ♣♦t❡♥t✐❛❧✿ ✜rst ✐t ❝♦rr❡❝ts t❤❡
s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞♦ s♦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❈ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲❛♥❛❧②❝✐t② t❤❛t ✇❛s
♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ▲❉❆ ♦r ●●❆✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ VSIC ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
✹✷ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
P❡r❞❡✇ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❙■❈ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦✲
r❡♠ ❬✽✻❪ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❙■❈ ❜❛♥❞❣❛♣s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✲
❑❙ ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙■❈ ❤❛s s❤♦✇♥ ❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦r
❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❉❆ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙■❈ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❬✽✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ①❝✲❤♦❧❡ ❛r❡ ♥♦t
❞❡str♦②❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❈ s❝❤❡♠❡ ❬✽✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❝❡s❢✉❧❧②
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢r❡❡ ❛t♦♠s ❬✽✻❪✱ t❤❡ ❙■❈ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✉❧❦
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙■❈ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✱ ❧✐❦❡
❲❛♥♥✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✽✼❪ ♦r ♠✉✣♥✲t✐♥ s♣❤❡r❡s ❬✽✽❪
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ♦❢ ❉❋❚ ❢♦r ❧♦❝❛❧✲
✐③❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ❈✉ 3d st❛t❡s ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■❙✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡s t♦t❛❧
❡♥❡r❣✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦t❤❡r
♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡♠❡s t❤❛t ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉r❡ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳
✸✳✼✳✷ ▼❡t❛✲●●❆
▼❡t❛✲●●❆ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ●●❆✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❇✉t ✜rst✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐r✐❛❧ t❤❡♦r❡♠
t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❡r♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳
■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✲
✐t✐❡s✳ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ❋❡r♠✐ ❬✺✼✱ ✺✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦❧❧♦✇s
❛ s♠❛rt❡r ♣❛t❤✿ ❛s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✲
✐♥❣ s②st❡♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑❙ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✲●●❆ tr✐❡s t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② τ
τ =
1
2
∑
i
|∇φi|2 ., ✭✸✳✺✵✮
✸✳✼ ❙❡❧❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✹✸
t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❛✲●●❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❊xc ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Emeta−GGAxc [n] =
∫
d3rn(r)ǫxc(n(r),∇n(r), τ) . ✭✸✳✺✶✮
■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♠❡t❛✲●●❆ ❝❛♥ ❜❡
♠❛❞❡ s❡❧❢✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r❡❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
❜② ❊q✳ ✭✸✳✹✼✮ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤ ❢♦r ❛♥② ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t②✳ ✈❛♥ ❲❡✐③sä❝❦❡r ❤❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② τW ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡
♣❡r❢♦r♠❛♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ❋❡r♠✐✬s ♦♥❡✿
τW =
|∇n|2
8n
. ✭✸✳✺✷✮
❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ r❛t✐♦ τ/τW ✇❤✐❝❤ ✐s ✶ ❢♦r ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡❣✐♦♥ ❬✽✾❪ ✐❡ ❢♦r
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ♥✉❧❧✐✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛s
♦♥❧② t❤❡ s❡❧❢✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉ 3d✱ s❡❧❢✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ❡❱ ❬✽✺❪ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠✳
✸✳✼✳✸ ▲❉❆✰❯
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠♦❞❡❧ ❤❛♠✐t♦♥✐❛♥✳ ▲❡t ✉s ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬✾✵❪
H = −t
∑
(i,j)i6=j,σ
(c†i,σcj,σ + h.c.) + U
∑
i
ni,↑ni,↓ , ✭✸✳✺✸✮
✇❤❡r❡ c†i,σ ❛♥❞ cj,σ ❛r❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ni,σ = c
†
i,σci,σ✳
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ✇❛②✱ ❡❧❡❝tr♦♥s
❤♦♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡ i t♦ ❛♥♦t❤❡r j✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r {i, j} ✐s r❡str✐❝t❡❞
t♦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡ st❛t❡s
❛♥❞ ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ U ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦st ❢♦r t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥s t♦ s✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ s✐t❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✱ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡
t❡r♠ t❡♥❞s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞
t♦ st✉❞② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s d ♦r f ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② ♦♣♣♦✲
s✐t❡ s♣✐♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t ♠❛❦❡s t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢r❡❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ ▲❉❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
✹✹ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❝♦♥s✐st❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ❆♥✐s✐♠♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ▲❉❆✰❯ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
ELDA+U = ELDA+EU −Edc = ELDA+ 1
2
U
∑
i6=j
ninj−UNd(Nd − 1)
2
, ✭✸✳✺✹✮
✇❤❡r❡ ni ❛r❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ d ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ Nd = Nd =
∑
i∈ ni✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ EU ❞❡s❝r✐❜❡s d − d ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❊dc ✐s
❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ▲❉❆✰❯✳ ❖♥❡ ❜✉✐❧❞s t❤❡♥ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧ VLDA+U
vLDA+U(r) =
∑
i
vi(r)|i〉〈i| . ✭✸✳✺✺✮
✇❤❡r❡ i r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ n ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ l q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠✲
❜❡rs ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ s✐t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♠❛❦❡s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✭s ❛♥❞ p✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✭d
❛♥❞ f✮ ♦r❜✐t❛❧s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❡♥❝❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✳
vi(r) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ρi(r)✳ ❋♦r s ❛♥❞ p ❡❧❡❝tr♦♥s ✐✳❡✳ i = s ❛♥❞ p✱
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vi(r)
vi(r) =
dELDA+U
dρi
=
dELDA
dρi
= vLDA(r) . ✭✸✳✺✻✮
②✐❡❧❞✐♥❣ ǫi = ǫLDAi ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ d ❡❧❡❝tr♦♥s ✐✳❡✳ i = d✱ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ Vi(r) ✐s
vi(r) = vLDA(r) + U(
1
2
− ni) , ✭✸✳✺✼✮
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
ǫi = ǫi,LDA + U(
1
2
− ni) . ✭✸✳✺✽✮
❲❤❡♥ t❤❡ d ♦r❜✐t❛❧ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭♥i❂✶✮✱ t❤❡ ▲❉❆✰❯ ❡♥❡r❣② ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜②
✲❯✴✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❉❆ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ✉♥✲
♦❝❝✉♣✐❡❞✱ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ✐s ✉♣s❤✐❢t❡❞ ❜② ✰❯✴✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❡♠♣t② ❜❛♥❞s ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ∆ = U ✳ ▲❉❆✰❯ t❡♥❞s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥
d ♦r❜✐t❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✴✷✳ ▲❉❆✰❯ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡s
t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ▲❉❆✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ r♦♦♠ ❢♦r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❡r♠✳ ❬✾✷❪✳
✸✳✽ Pr❛❝t✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚ ✹✺
▼♦r❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛♥ ❥✉st ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠
❛ ♠♦❞❡❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥❧② tr❡❛ts t❤❡ ♦♥❡✲❜❛♥❞ ❍✉❜✲
❜❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡s ❬✾✸✱ ✾✹❪ ✐✳❡✳
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ d ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ d ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❯ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦st t♦ ♠♦✈❡ ♦♥❡ d ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛t♦♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s ❛♥❞ p ♦r❜✐t❛❧s ❬✾✺❪✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛♥ s ♦r p ♦r❜✐t❛❧ ♠♦✈❡s
✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦st✳
❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❯✱
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❢✉❧❧② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
• ❯ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ❬✾✻✱ ✾✼✱ ✾✽✱ ✾✾✱ ✶✵✵❪✿ ♦♥❡ d ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ ♦♥❡ s✐t❡✱ t❤❡♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢
s ❛♥❞ p st❛t❡s✳
• ❯ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr❛✿ t❤✐s ✐s
✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❉❆✰❯
❛♥❞ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱ ♣♦ss✐❜❧② ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡
♦r❜✐t❛❧s d ❛♥❞ f ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❯✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ▲❉❆✰❯ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t
❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❝✉r❡s ♠♦st❧② t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳ ■t
s❤❛r❡s ✇✐t❤ ❙■❈ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❝❧❡❛r
♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❯ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s s✐♠♣❧❡ ✜t ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ▲❉❆✰❯ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡
r❡s✉❧t ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❯ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥ ❛
s♦❧✐❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❉❋❚✿
❤♦✇ ✐s ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ tr❡❛t r❡❛❧ s②st❡♠s ❄
✸✳✽ Pr❛❝t✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚
❆s s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝✐sts tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧s✱ t❤❡② t❛❦❡
❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ✉s❡
♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛s ❛ ❜❛s✐s s❡t ❢♦❧❧♦✇s ♥❛t✉r❛❧❧②✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❘ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ v(r) = v(r + ❘)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ φn,❦✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HKS ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
✿
φn,❦(r) = e
i❦·run,❦(r) , ✭✸✳✺✾✮
✹✻ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
✇❤❡r❡ ❦ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ un,❦ ✐s ❛ ❝r②st❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
❇❧♦❝❤✬s t❤❡♦r❡♠✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❜❛s✐s s❡t ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝❡ {●}
φn,❦(r) =
1√
N❦Ωc
∑
●
un,❦(●)e
i(❦+●)·r , ✭✸✳✻✵✮
✇❤❡r❡ N❦ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ Ωc t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❡❧❧✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡❝✉❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥✿∑
●′
HKS(❦+●,❦+●′)un,❦(●
′) = ǫn,❦un,❦(●) . ✭✸✳✻✶✮
❚❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ r❡❛❞s
HKS(❦+●,❦+●′) =
(❦+●)2
2
δ●,●′ + vKS(❦+●,❦+●
′) , ✭✸✳✻✷✮
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✻✷✮ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧♦❝❛❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ✇✐t❤ ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ●−●′ ♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❑❙ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ♦❢t❡♥ ❤❛s ❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❢r♦♠ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ▲❉❆✰❯✮ ✇❤♦s❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s
VNL(❦+●,❦+●
′) =
1
Ωc
∫
drdr′e−i(❦+●)·rVNL(r, r
′)ei(❦+●
′)·r′ . ✭✸✳✻✸✮
❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ● ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② ❛ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② Ecut
|❦+●|2
2
≤ Ecut . ✭✸✳✻✹✮
✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s♣❤❡r❡ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❡t✐❝
❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣②✳
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥② ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
P❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡✲
♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳
❖t❤❡r ❜❛s✐s s❡ts ❡①✐st t❤♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛t♦♠✲❝❡♥t❡r❡❞
❜❛s✐s s❡ts✳ ❙✉❝❤ ❜❛s✐s ♠❛② r❡❞✉❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ tr✉❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✸✳✽ Pr❛❝t✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚ ✹✼
❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ ♥♦♥ s②s✲
t❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❛s✐s s❡ts✱ ❛♥❞ ♠❛②
❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥ ❡①tr❛ str❡ss ❝❛❧❧❡❞ ✇❤❡♥ t✉r♥✐♥❣ t♦ ❢♦r❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❛s✐s s❡t ❛r❡ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ❝♦♠♠✉♥✐t② s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳
❋♦r s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❛❞♦♣t
❛ s♠❛rt ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳ ▼♦st ♥♦✲
t❛❜❧②✱ ❝♦r❡ st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✉s✐♥❣
❛ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❇r✐❡✢②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❢r♦③❡♥ ❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ❛t♦♠✐❝ st❛t❡s✳
❚❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❛t❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
❡♠♣❧♦② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜❛s✐s s❡t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡s ❛r❡ r❛t❤❡r s♠♦♦t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❝♦r❡ st❛t❡s ♦♥❝❡
t❤❡ ✇✐❣❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♦❢ ♣s❡✉❞✐③❛t✐♦♥✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts un,❦(●) ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡
❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s
ρ(r) =
∑
n
∑
❦
∑
●
∑
●✬
w❦θ(ǫf − ǫn,❦)u∗n,❦(●)un,❦(●✬)ei(●−●✬).r , ✭✸✳✻✺✮
✇❤❡r❡ w❦ ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❦✲♣♦✐♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φn ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ●✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ ●✲●✬ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉t✲♦✛
❡♥❡r❣② ✭✸✳✻✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② r❡q✉✐r❡s t♦
❞♦✉❜❧❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r❡❛❧ ✐ss✉❡ ❛s ❛ ❝❛r❡✲
❢✉❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❡st s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡
✉♥t✐❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r✉♥s ♦✈❡r t❤❡ ❦✲♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡
♦♥❧②✳ ❚❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❦✲♣♦✐♥ts ✉s❡❞✿ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❇❛❧❞❡r❡s❝❤✐ ❡t ❛❧ ❬✶✵✶❪ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
s♣❡❝✐❛❧ ❦✲♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
❛♥② ❛r❜✐tr❛t② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❈❤❛❞✐ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ❬✶✵✷❪ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❜❡st s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❛❜♦✉t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❦✲♣♦✐♥t✳ ❆ ❜❡tt❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ▼♦♥❦❤♦rst ❛♥❞
P❛❝❦ ❬✶✵✸❪ ✇❤♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ ❦✲♣♦✐♥ts✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡
✹✽ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❜❡✐♥❣✱ ▼♦♥❦❤♦rst✲P❛❝❦ ❣r✐❞ ✐s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✲
st❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
❚❤❡ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② t♦ ❉❋❚✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ✐s ❛t ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇❤❡♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♠♦✈❡❞ ✇✐❧❧ ♥♦t
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❋i✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉r❣❡s t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦♥❧② ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❛s✐s s❡t s✉❝❤ ❛s t❤❡ P✉❧❛② str❡ss ❬✶✵✹❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❧② ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❡♥s✉r❡ t❤❡ P✉❧❛② str❡ss t♦ ❜❡ ③❡r♦✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❉❋❚✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣✐❝❦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥t✉✐t✐✈❡
t❛s❦✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐✲
t✐❡s ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❬✶✵✺❪✳ ❚❤❡♥✱ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞
❜② ♠❛tr✐① ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ✉s✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙✉♠♠✐♥❣
♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s φi✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts
t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vKS(r) = vII(r)+vH([n], r)+vxc([n], r)✳
❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r✲
❛t✐♦♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s
D[vi, vi+1] =
√
1
Ωc
∫
Ωc
dr [vi(r)− vi+1(r)]2 , ✭✸✳✻✻✮
✇❤❡r❡ vi ❛♥❞ vi+1 ❛r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ❛♥❞ i + 1✳ ■❢ D[i, i +
1] ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❝②❝❧❡ ✐s
st♦♣♣❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❱❛r✐♦✉s ♠✐①✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❡①✐st ❬✶✵✻✱
✶✵✼✱ ✶✵✽❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❍❑ t❤❡♦r❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤♦❧❞s s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡♥s✐t②✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉❋❚ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ ❛s ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✹✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❋❧♦✇ ❝❤❛rt ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❉❋❚ ❬✶✵✾❪✳
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s
❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❤❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ s✉❝❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❧❛st ✶✺ ②❡❛rs✳
❍②❜r✐❞s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉r❡ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞
②✐❡❧❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❑❙✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣s ✐s ♠♦st❧② ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑❙
❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❤②❜r✐❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r❛t❤❡r
❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❡①❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❧✐♠✐ts ❢♦r
❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✿ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✶✶✵✱
✶✶✶✱ ✼✵❪
✸✳✾✳✶ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
■♥ s❡❝✳ ✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠
t♦ ❛ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Uext✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣❛t❤ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❜② t✉r♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✻✮
Hλ = Te + Uext,λ + λUe−e , ✭✸✳✻✼✮
✺✵ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
✇❤❡r❡ 0 ≤ λ ≤ 1✳ ❋♦r λ = 1✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ Uext,1 = UN−e ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ♠❛♥② ❜♦❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❋♦r ❛♥② λ 6= 1✱ Uext,λ ❞❡✜♥❡❞
t♦ ❜❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r λ = 0✱ Uext,0 = UKS✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❍♦❤❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑♦❤♥
t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②
Etot,λ =
∫
vext,λn(r)dr+ Fλ[n] , ✭✸✳✻✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Fλ[n] ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ ❛s
Fλ[n] = 〈Ψλ |T + λve−e|Ψλ〉 . ✭✸✳✻✾✮
❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✻✮ ❛s
Exc[n] = F1[n]− F0[n]− EHartree[n] , ✭✸✳✼✵✮
❤❡♥❝❡ Exc[n] =
∫ 1
0
∂Fλ[n]
∂λ
dλ− EHartree[n] , ✭✸✳✼✶✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✺✻❪ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Fλ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ λ ✐s
∂Fλ[n]
∂λ
= 〈Ψλ |ve−e|Ψλ〉 , ✭✸✳✼✷✮
✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ λ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❊xc,λ
Exc,λ[n] = 〈Ψλ |ve−e|Ψλ〉 − EHartree[n] . ✭✸✳✼✸✮
❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❙t✐❧❧✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ s②st❡♠ ✭λ = 0✮ ❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧
♠❛♥② ❜♦❞② s②st❡♠ ✭λ = 1✮✳
▼❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊xc,λ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s ❢♦r
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇
• ❢♦r λ = 0✱ Exc,0 = Ex,0 = 〈Ψ0 |ve−e|Ψ0〉 − EHartree[n] ✇❤❡r❡ Ψ0 ❛r❡
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s ✈❡r② ♥✐❝❡❧② t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❑❙ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✳
• Exc,λ ✐s ❛ ♠♦♥♦t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ ❬✶✶✷❪
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✺✶
✸✳✾✳✷ ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
■♥ ✶✾✾✸✱ ❇❡❝❦❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ✜rst ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡❣r❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✼✶✮✇✐t❤ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬✶✶✸❪
Exc ≈ 1
2
(Exc,0 + Exc,1) ≈ 1
2
(Ex,0 + Exc,LDA) . ✭✸✳✼✹✮
❉❡s♣✐t❡ ✐ts ♣♦♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡r♥ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱
t❤✐s ❤②❜r✐❞ ❞r❛✇ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦r s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❆ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ Exc,λ❀ ♠❡❛♥✲✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
b s✉❝❤ t❤❛t
Exc = bEx,0 + (1− b)Exc,1 = bEx,0 + (1− b)Ex,1 + (1− b)Ec,1 ,✭✸✳✼✺✮
Exc = bEx,0 + (1− b)Ex,app + Ec,app . ✭✸✳✼✻✮
✇❤❡r❡ ❊x,0 ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❜✉t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❑❙
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s Ex,c,app ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❋❚ s✉❝❤ ❛s ▲❉❆ ♦r ●●❆✳
❊q✳ ✭✸✳✼✻✮ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝✲
❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡✳ ❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s✿ ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
b ❄✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ b r❡❧② ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♣r♦t♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ♦❢ ❛
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s❡t ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ●✷ s❡t ❬✶✶✹❪✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ②✐❡❧❞s ✈❛❧✉❡s ♦❢ b ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✻ ❛♥❞ ✵✳✷✽ ❬✶✶✺❪✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜❂✵✳✷✺ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ✇♦r❦ tr②✐♥❣ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❬✶✶✻❪ ❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ●●❆
✉s❡❞ ❬✶✶✼✱ ✶✶✽✱ ✶✶✾❪✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✼✻✮ ✇✐t❤ ❜❂✵✳✷✺ ②✐❡❧❞s
t❤❡ P❇❊✵ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✶✶✾✱ ✶✷✵❪✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡s ♦✈❡r t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
✈❡r② ♥✐❝❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ●●❆ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡
♦❢ P❇❊✵ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡r❡ d ♦r f ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❧❛② ❛
♠❛❥♦r r♦❧❡✳
▲❡t ✉s t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t② ✐✳❡✳ t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r✿
✸♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ (1− b)Ec,1 ≈ Ec,app
✺✷ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ t❤❡ ❋♦❝❦ t❡r♠ ❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡
t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ✐ss✉❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❖❊P✮
♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❖❊P ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s {φi}
❛♥❞ {ǫi}✱ ❊❬{φi, ǫi}❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❖✇✐♥❣ t♦
❍❑ t❤❡♦r❡♠s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡
δE
δvKS
=
∑
i
∫
dr′
[
δE
δφi(r′)
δφi(r
′)
δvKS(r)
+ h.c.
]
+
∂E
∂ǫi
δǫi
δvKS(r)
= 0 . ✭✸✳✼✼✮
❚❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ st❛t❡s i ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s φi ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ ❖❊P ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Vxc ❬✶✷✷❪✱ ❛ ❋r❡❞❤♦❧♠
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞✱ ∫
dr′
δρ(r)
δvKS(r′)
vxc(r
′) = Λxc(r) , ✭✸✳✼✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❤♦♠❡❣❡♥❡✐t② Λxc r❡❛❞s
Λxc(r) =
∑
i6=j
[
|φi(r)|2∂Exc
∂ǫi
−
∫
dr′φi(r)
φj(r)φ
∗
j(r
′)
ǫj − ǫi
δExc
δφi(r′)
+ c.c.
]
. ✭✸✳✼✾✮
✇❤❡r❡ φi ❛r❡ t❤❡ ❑❙ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ①❝
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ✐♥ ❖❊P✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✸✳✼✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❤♦♠❡❣❡♥❡✐t② ✭✸✳✼✾✮ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ vxc✭r✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦
s✉♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❝✉♠❜❡r✲
s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❉❋❚ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❖❊P ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ Ex[{φi}]✿ ✐t ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❊❳❳✮ ❬✶✷✸❪✳
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❞r♦♣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✼✾✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ Ex ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳ ❙t✐❧❧✱ ❛ s✉♠ ♦✈❡r ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✿
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❳❳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❍❋✹✳ ❊❳❳ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❍❋ ♦♥❡s✿ ❞❡s♣✐t❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❍❋ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❊❳❳ ❛❞❞s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❖❊P ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s
✹❆ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❜② ❛
s✉♠ ♦✈❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s✿ t❤❡ ❑r✐❡❣❡r✲▲✐✲■❛❢r❛t❡ ✭❑▲■✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ Λxc ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛✈❡r❛❣❡
∆ǫ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❬✶✷✹❪
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✺✸
♥♦t ❞❡str♦② t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❋ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❊❳❳ ❝❛♥❝❡❧s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳
❆s ❊❳❳ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
❊❳❳ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r sp
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬✶✷✺✱ ✶✷✻❪✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r ♠❛t❡✲
r✐❛❧s t❤❛♥ sp s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❬✶✷✼❪✱ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ EEXXg 6= Eg✳
❚❤✐s tr❡♥❞ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❞❞✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❊❳❳ ❬✶✷✽✱ ✶✷✾❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❜❛♥❞❣❛♣s
❝❧♦s❡❞ t♦ ▲❉❆ ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❲❡ ❥✉st r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❑❙ ❜❛♥❞❣❛♣ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❞❞s ∆EXXxc t♦ E
EXX
g ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✱
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❍❋ ♦♥❡s ❬✶✷✽❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❊❳❳ ❑❙ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣s ✇❛s ♦♥❧② ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧ ❛♥❞
str♦♥❣❧② s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ❊❳❳✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ②✐❡❧❞s ♥♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ Eg ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳
❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✿ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ r✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ✭●❑❙✮ ❬✶✸✵❪ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
γ(r, r′) =
∑
i
φi(r)φ
∗
i (r
′) . ✭✸✳✽✵✮
❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②
♠❛tr✐① δE/δγ(r, r′)✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vxc(r, r′)✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛② ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❞❡s❡r✈❡s s♦♠❡
❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r s❤♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ①❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r✬✱ ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t r✳
❚❤❡ ●❑❙ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r
❜② ❙❡✐❞❧ ❡t ❛❧✳✱ t❤❡ ●❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❝r❡❡♥❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❳✳
❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ✇❛s t❤❡♥
✺✹ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
❞❡r✐✈❡❞ ❛s✺
vGKSx (r, r
′) = −
∑
i
φi(r)φ
∗
i (r
′)
|r− r′| . ✭✸✳✽✶✮
▲❛t❡r✱ ✐t ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❍②❜r✐❞s ❬✶✸✶❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❤②❜r✐❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
r❡❛❞s ❤❡♥❝❡✿
vxc(r, r
′) = b× vGKSx (r, r′) + (1− b)× vKSx (r) + vKSc (r) ✭✸✳✽✷✮
❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣s ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ①❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ∆xc ✐♥s✐❞❡ EEXXg ✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ǫGKSi ✱ ✉s✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ǫKSi ✿
ǫGKSi = ǫ
KS
i + 〈ψKSi |∆vˆx|ψKSi 〉 , ✭✸✳✽✸✮
✇❤❡r❡ ψKSi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ ❑❙ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ∆vˆx = v
GKS
x [{φi}]− vKSx [n]✳ ❚❤❡
●❑❙ ❜❛♥❞❣❛♣ EGKSg ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
EGKSg = E
KS
g + 〈ψKSN+1|∆vˆx|ψKSN+1〉 − 〈ψKSN |∆vˆx|ψKSN 〉 , ✭✸✳✽✹✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞✐s❝♦♥t✐✲
♥✉✐t② ∆x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ EGKSg ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ ∆xc✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇✐t❤✐♥ ●❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❜❡tt❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ P❇❊✵ ❝✉r❡s ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❉❋❚ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✿ ❢♦r s♠❛❧❧✲ t♦ ♠❡❞✐✉♠✲❜❛♥❞❣❛♣✱ P❇❊✵ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
✇❤✐❧❡ ✐t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❉❆ ❬✶✸✷❪✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❤②❜r✐❞ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❍❋ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦rr❡❝ts t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❤❡ ●❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡
✉♥s❝r❡❡♥❡❞ ❋♦❝❦ t❡r♠✮ ♠❛② s❡❡♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ▲❉❆ ♦r ●●❆✱ ❢♦r
s♦❧✐❞s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛r❣✉❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② s❝r❡❡♥❡❞
❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞
❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❛♥❞❣❛♣s ✐♥ s♦❧✐❞s✳
✺◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❋♦❝❦ t❡r♠ ♦❢ ❍❋ s✐♥❝❡ t❤❡ φi ❛r❡ ●❑❙ ♦r❜✐t❛❧s✳
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✺✺
✸✳✾✳✸ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❘❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s❝r❡❡♥❡❞ ❤②❜r✐❞s✱ ✇❛s ✜rst
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ■t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥
❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r s❡♠✐ ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐s t❤❡✐r ❜❛❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♦✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ limr→∞ vLDAxc (r) ∝ e−αr ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡
t❤❡ r❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✲✶✴r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡♠❡❞② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❙❛✈✐♥ ❛♥❞ ❝♦ ✇♦r❦❡rs ❬✶✸✸✱ ✶✸✹❪ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❡①❤❛✉st✐♥❣ t❛s❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t r → 0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ❛t r→∞ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❡r✲
t❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡✳❣✳ ❘②❞❜❡r❣ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙❛✈✐♥ ❛♥❞ ❝♦
✇♦r❦❡rs ❧✐❡s ✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❛♥❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞s t♦ tr❡❛t ❡✐t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞
t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ❙✉❝❤ s♣❧✐tt✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧
♦♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❬✶✸✺✱ ✶✸✻❪✿ s✐♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ s②s✲
t❡♠s✱ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞s t♦♦❦ ❝❛r❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠s✿ ✐♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s②s✲
t❡♠s✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s❝r❡❡♥❡❞✳ ❆♥ ✉♥s❝r❡❡♥❡❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✮ ✇❤❡r❡❛s ♠✐❞✲
❞❧❡ ❛♥❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ❍❡②❞✱ ❙❝✉s❡r✐❛
❛♥❞ ❊r♥③❡r❤♦❢ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❧❡❞ ❍❙❊✵✸ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✸✼❪✳ ❇② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❧✐t❡r❛❧❧② ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s
t♦ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞s
Exc,HSE =
1
4
Esrx,HF +
3
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Esrx,GGA + E
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x,GGA + Ec,GGA . ✭✸✳✽✺✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡r❢✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✭❡r❢❝✮ t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
✺✻ ✸✳ ❚❤❡ ▼❛♥② ❇♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②
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r (Å)
0.01
0.1
1
10
V
ee
(r)
1/r
erfc(0.2×r)/r
erfc(0.637×r)/r
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛r❡ ❝♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt
r❛♥❣❡ ❡rs❛t③ ✉s❡❞ ✐♥ ❍❙❊✵✻✳
▲❡✐♥✐♥❣❡r ❡t ❛❧ ❬✶✸✹❪✿
1
r
= fLR(r) + fSR(r) =
erf(ωr)
r
+
erfc(ωr)
r
, ✭✸✳✽✻✮
✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛②
❧♦♦❦ t♦t❛❧❧② ❛r❜✐tr❛r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥
❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❝❤❡♠✐sts ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❬✶✸✹❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✳
❱❛❧✉❡s ♦❢ ω ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ω = 0.3 ➴−1 ✭❍❙❊✵✸✮ ❛♥❞
ω = 0.2 ➴−1 ✭❍❙❊✵✻✮✳ ❍❙❊ ❤②❜r✐❞s s❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ P❇❊✵ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧✲ t♦ ♠❡❞✐✉♠✲❣❛♣ ❬✶✸✷❪✳ ▼♦st
♦❢ ❍❙❊✵✻ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦
t❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❬✶✸✽❪✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❍❙❊✵✻ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s②st❡♠❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❍❙❊✵✻ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❍❙❊✵✻ ♦♥❧② ♠✐①❡s t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ ❡①❛❝t
❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❇✉t ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r✿ ❤♦✇ s❤♦rt ✐s t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❄✳ ▲❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❖♣t✐♠❛❧ r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✽✻✮ ❜❡❝♦♠❡s ♣❤②s✐❝❛❧❧②
✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ s❧♦✇❧② ❡♥♦✉❣❤ ✈❛r②✐♥❣
✸✳✾ ❍②❜r✐❞ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✺✼
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✐✳❡✳ ✐t ❤❛s ❛ r❛♣✐❞❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❞♦ ❛s ❧✐tt❧❡
❛s s❤✐❢t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✾❪ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
Z[❡r❢] =
∫
❡r❢(ωr)dr+
∫
k2
∣∣∣∣F
(
❡r❢❝(ωr)
r
)∣∣∣∣
2
d❦ , ✭✸✳✽✼✮
✇❤❡r❡ F st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✽✼✮✱ ▲❡❡
❛♥❞ ❝♦ ✇♦r❦❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ω = 0.637 ➴−1✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸
❝♦♠♣❛r❡s fSR(ω = 0.2) ❛♥❞ fSR(ω = 0.637) t♦ t❤❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❛♥ 1/r✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✉❧❞ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❍❙❊✵✻ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮
r❡ss❡♠❜❧❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❡ tr✉❡ ✶✴r ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡✮ t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ s❤♦rt r❛♥❣❡✳
❍❙❊✵✻ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✉t ❛❧s♦ s♦♠❡
❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♣ t♦ ✺ ➴✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦st s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❬✶✹✵❪✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ s❝r❡❡♥❡❞ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞
❤②❜r✐❞s s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ tr❡❛t✐♥❣ s♦❧✐❞s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❍❙❊ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝❛♥❝❡❧s ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ s❡❧❢✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❍❙❊ ②✐❡❧❞s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❑❙ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t♦
t❤❡ ●❑❙ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤
❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ t♦ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✭▼❇P❚✮✳

❈❤❛♣t❡r ✹
▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥s
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r L s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❤♦♠❡❣❡♥❡♦✉s
❡q✉❛t✐♦♥ Lφ(r) = V (r) ✐s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❖♥❡ ❞❡✜♥❡s ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
LG(r, r✬) = δ(r− r✬) . ✭✹✳✶✮
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✐s ❛ t✇♦✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ δ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✮ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥②
❛r❜✐tr❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡❛s✐❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ G
φ(r) =
∫
dr✬G(r, r✬)V (r✬) . ✭✹✳✷✮
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❜② s♦❧✈✐♥❣
♦♥❝❡ ❊q✳ ✭✹✳✶✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Lφ = V ❢♦r ❛♥② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❱ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② V ✳ ❆s ❛
t✇♦✲♣♦✐♥t q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ G ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✐♥ φ✳ ❇✉t ❛t t❤✐s ❝♦st✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥②
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✲
✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✉s❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s
t♦♦❧✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
[z − L]G(r, r✬, z) = δ(r− r✬) , ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ z ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t L ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ ✐t ❛❞♠✐ts ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s {|φn〉} ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s {λn}✳ ●
✺✾
✻✵ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡♥t
∀z /∈ {λn}, G(z) = 1
z − L = (z − L)
−1 . ✭✹✳✹✮
■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t♦r |φn〉〈φn|✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r G(z)
G(z) =
∑
n
|φn〉〈φn|
z − λn . ✭✹✳✺✮
❚❤❡ ♣♦❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ G ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r L✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿ ❜❡s✐❞❡s
t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳
✹✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♥② ❇♦❞② ❚❤❡♦r②
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♣✐❝t✉r❡✱
t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t✐♠❡ ♦r❞❡r❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
G(1, 2) = −i〈N |T
[
ψˆ(1)ψˆ†(2)
]
|N〉 , ✭✹✳✻✮
✇❤❡r❡ |N〉 ✐s t❤❡ ◆✲❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ψˆ ✭ψˆ†✮ ✐s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
✭❝r❡❛t✐♦♥✮ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥❞❡① ✶ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ (r1, t1, σ1)✳
T ✐s t❤❡ ❲✐❝❦ t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✳
G(1, 2) =
{
−i〈N |ψˆ(1)ψˆ†(2)|N〉 if t1 > t2 .
i〈N |ψˆ†(2)ψˆ(1)|N〉 if t1 < t2 .
✭✹✳✼✮
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ G✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❝r❡❛t❡
❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t1 > t2✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t t✐♠❡ t1✱ ♣♦s✐t✐♦♥
r1 ❛♥❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ σ1 ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♣✉t ❛t t✐♠❡ t2✱ ♣♦s✐t✐♦♥ r2 ❛♥❞
✇✐t❤ s♣✐♥ σ2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rs t♦ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ (r2, t2, σ2) t♦ (r1, t1, σ1) ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t1 < t2✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦❧❡
❢r♦♠ (r1, t1, σ1) t♦ (r2, t2, σ2)✳ ❇❡❝❛✉s❡ G ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥②
✹✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♥② ❇♦❞② ❚❤❡♦r② ✻✶
♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦r
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s
J =
∫
d12ψˆ†(1)J(1, 2)ψˆ(2) . ✭✹✳✽✮
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡♥
〈N |J |N〉 =
∫
d12J(1, 2)G(1, 2) ✭✹✳✾✮
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❊q✳ ✭✹✳✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ G ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✻✮ ✐s ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ♦❢ ψˆ ❛♥❞
ψˆ†✶✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r
ρˆ(1) = ψˆ†(1)ψˆ(1) . ✭✹✳✶✵✮
■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡ ♦❢ ●✭✶✱✷✮
〈N |ρˆ(r, σ)|N〉 = G(r, r, t, t+, σ, σ) . ✭✹✳✶✶✮
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❡❤♠❛♥♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥
❛♥❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✳ ✹✳✶ ✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱
✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✭t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ τ = t1 − t2✮ ❛♥❞ ❞r♦♣ t❤❡
s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ σ ✭✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳
❊q✳ ✭✹✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
iG(r1, r2, τ) =θ(τ)〈N |ψˆ(t1, r1)ψˆ†(t2, r2)|N〉 ✭✹✳✶✷✮
− θ(−τ)〈N |ψˆ†(r2, t2)ψˆ(r1, t1)|N〉 . ✭✹✳✶✸✮
❲❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s
{|N + 1, i〉} ❛♥❞ {|N − 1, i〉}✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
I =
∑
i
|N + 1, i〉〈N + 1, i| =
∑
i
|N − 1, i〉〈N − 1, i| . ✭✹✳✶✹✮
❇❡❢♦r❡ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
eiHt|N + 1, i〉 = eiEN+1,it|N + 1, i〉 . ✭✹✳✶✺✮
✶■t st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧②
t✇♦ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳
✻✷ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❚❤❡♥✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ❜❡❝♦♠❡s
iG(1, 2) = θ(τ)
∑
i
fi(r1)f
∗
i (r2)e
i(EN−EN+1,i)×τ ✭✹✳✶✻✮
− θ(−τ)
∑
i
g∗i (r2)gi(r1)e
i(EN−EN−1,i)×τ , ✭✹✳✶✼✮
✇❤❡r❡ fi ❛♥❞ gi ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
fi(r) = 〈N |ψˆ(r)|N + 1, i〉 , ✭✹✳✶✽✮
gi(r) = 〈N − 1, i|ψˆ(r)|N〉 , ✭✹✳✶✾✮
❉✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❧✐❦❡ EN+1,i − EN ♦r EN − EN−1,i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ǫi✱ ♥❛♠❡❧②
• ǫi = EN+1,i − EN ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞✲st❛t❡❀ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥ ❛ st❛t❡ i ✭❣r♦✉♥❞ ♦r ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡✮✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❛✣♥✐t② A ✇❤❡♥ i ✐s t❤❡ ◆✰✶ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
• ǫi = EN − EN−1,i ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥❀ ❛♥❞
❧❡❛✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ i✿ t❤✐s r❡♠♦✈❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② I ✇❤❡♥ i ✐s t❤❡ ◆✲✶ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
❋♦r ❛ ♠❡t❛❧✱ ❜♦t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ µ✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥s✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❆ ❛♥❞ ■ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ Eg = I − A ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❞❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛❧s♦ ❛ ❤✐♥t ✇❤② t❤❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬ t❤❡♦r❡♠ ❢❛✐❧s
❢♦r ❑♦❤♥ ❙❤❛♠ ❉❋❚✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♣♣❡❛r ✉♣♦♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s |N ± 1〉 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳
❊♥❡r❣✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❉❋❚ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
s❡❡ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❉❋❚ t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❑♦♦♣♠❛♥✬s t❤❡♦r❡♠✳
❲❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ
✐❢ ǫi > µ ǫi = EN+1,i − EN .
✐❢ ǫi < µ ǫi = EN − EN−1,i . ✭✹✳✷✵✮
✹✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♥② ❇♦❞② ❚❤❡♦r② ✻✸
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡
Ψi(r) ❛s
Ψi(r) =
{
fi(r) if ǫi > µ ,
gi(r) if ǫi < µ .
✭✹✳✷✶✮
❖♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
iG(r1, r2, τ) =
∑
i
[θ(τ)θ(ǫi − µ)− θ(−τ)θ(µ− ǫi)] Ψi(r1)Ψ∗i (r2)× e−iǫi×τ .
✭✹✳✷✷✮
❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛ s♠❛❧❧
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt η ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ τ ✱
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ η ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✿ ❢♦r r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣② η ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥
❡♥❡r❣② ✐t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡❤♠❛♥♥✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ G ❛❢t❡r ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ r❡❛❞s
G(r1, r2, ω) =
∑
i
Ψi(r1)Ψ
∗
i (r2)
ω − ǫi + iηs✐❣♥(ǫi − µ) . ✭✹✳✷✸✮
❚❤❡ ♣♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ G ❣✐✈❡s ❤❡♥❝❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❧✐❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✱ ❜✉t t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ η ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ǫi − µ✮ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡♠ ❜❡❧♦✇ ✭❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥
❡♥❡r❣✐❡s✮ ♦r ❛❜♦✈❡ ✭❢♦r r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✮ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦❧❡ ❧②✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠ ♦❢ ●✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ❆(r1, r2, ω)✿
A(r1, r2, ω) =
1
π
s✐❣♥(µ− ω)■♠G(r1, r2, ω) . ✭✹✳✷✹✮
❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉❧❧ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ G✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r G ✭s❡❡
❊q✳ ✭✸✳✻✷✮✮ A ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✿∫ µ
−∞
dωA(r1, r1, ω) = ρ(r1) , ✭✹✳✷✺✮
♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s N(ω) = Tr(A(r1, r2, ω))✱ ♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ✈✐❛ t❤❡ ●❛❧✐ts❦✐✐ ▼✐❣❞❛❧ ❬✶✹✶❪ ❢♦r♠✉❧❛✿
E =
1
2
∫
dr1 lim
r2→r2
∫ µ
−∞
dω [ω + h(r1)]A(r1, r2, ω) . ✭✹✳✷✻✮
✷❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ǫi ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ µ✳
✻✹ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❆♥❣❧❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ P❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ❙♣❡❝tr❛
✭❆❘P❊❙✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ A(❦, ω)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t G ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❆❘P❊❙ ❞❛t❛✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ G✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥
✐t ❝♦♠❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ G✳
✹✳✸ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ◗✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❢♦r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ❜✉t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞
t❤❡ ◆ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡
♥❡❡❞s ❛♥♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r G✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❊❖▼✮ ❛s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
♦♣❡r❛t♦r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
i
∂ψˆ
∂t
= [ψˆ,H] , ✭✹✳✷✼✮
i
∂ψˆ†
∂t
= [ψˆ†,H] . ✭✹✳✷✽✮
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ H ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♦✉t♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t H = H0✱ ✇❤❡r❡ H0 ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✐ts s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ✐s s✐♠♣❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ψˆ ❛♥❞ ψˆ†
H0 =
∫
dr1ψˆ
†(r1)h0(r1)ψˆ(r1) ✭✹✳✷✾✮
❲♦r❦✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✷✽✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ● ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧②[
i
∂
∂t1
− h0(r1)
]
G0(r1, t1, r2, t2) = δ(r1 − r2)δ(t1 − t2) . ✭✹✳✸✵✮
❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t 0 ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❛s ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ G0 s✐♠♣❧② r❡❛❞s
A(r1, r2, ω) =
∑
i
φi(r1)φ
∗
i (r2)δ(ω − ǫi) , ✭✹✳✸✶✮
✹✳✸ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ◗✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ✻✺
✇❤❡r❡ ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s φi ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ h0 ❛♥❞ ǫi t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ❢✉rt❤❡r
t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t 〈i|A|i〉 ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ |i〉✿
〈i|A|i〉 = δ(ω − ǫi) . ✭✹✳✸✷✮
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❞❡❧t❛✲♣❡❛❦ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ω = ǫi✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥
♦❢ ● ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦✉r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs✿
Uˆee =
1
2
∫
dr1dr2ψˆ
†(r1)ψˆ
†(r2)vc(r1, r2)ψˆ(r2)ψˆ(r1) , ✭✹✳✸✸✮
❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G2 ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s
t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✹✮ ❝♦♥t❛✐♥s
❢♦✉r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs✿
i2G2(1, 2, 1
′, 2′) = 〈N |T
[
ψˆ(1)ψˆ(2)ψˆ†(2′)ψˆ†(1′)
]
|N〉 , ✭✹✳✸✹✮
❲✐t❤ ✭✹✳✷✽✮✱ ✭✹✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✹✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ G ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ G2
❛s[
i
∂
∂t1
− h0(r1)
]
G(1, 2) + i
∫
d3vc(1, 3)G2(1, 3
+, 2, 3++) = δ(1, 2) , ✭✹✳✸✺✮
✇❤❡r❡ + ❛♥❞ ++ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❙ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ♥♦t tr✉❡ ❛ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❤♦♠♦✲
❣❡♥❡✐t② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡
♦♥❡ ●3 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt
t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✺✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ G
❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ❜❛❞ ❛s ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦t t❤❡ ❢✉❧❧
t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❊❖▼ ❢♦r G✿ ♦♥❧② ❛
t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ G2 ❡♥t❡rs ❊q✳ ✭✹✳✸✺✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ ❛♥② ❢✉rt❤❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t G2 ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ✐ts ♣♦❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❲✐❝❦ ♦♣❡r❛t♦r ♣r❡s❡♥t ✐♥ G2 ②✐❡❧❞s ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✹✷❪✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲♣♦✐♥t G2 ✐s
✻✻ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❝♦♥str❛✐♥❡❞ s✉❝❤ ❛s t3+ ≤ t3++✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s t✐♠❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦ ✐t ❤❛s ❛ t✐♠❡ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t1 ❛♥❞ t3 ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ G2 ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✸✺✮ r❡❛❞s ❛s
t1 = t3 ≤ t3+ ≤ t3++ . ✭✹✳✸✻✮
❚❤r❡❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ♦r❞❡r❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧② t✇♦
t❡r♠s ✇✐❧❧ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♦t❤❡r
iG2(1, 3
+, 2, 3++) =〈N |ψˆ†(2)ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)|N〉θ(t2 − t1)
+ 〈N |ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)ψˆ†(2)|N〉θ(t3 − t2) .
✭✹✳✸✼✮
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❤♠❛♥♥✬s r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ G✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s {|N − 1, i〉}
❛♥❞ {|N + 1, i〉} ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ G✳ ❚❤❡ ♣♦❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τ = ti − tj ✇✐t❤ i 6= j✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐❧❧
r❡s✉❧t ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❜❡✐♥❣ ✶ ❜❡❝❛✉s❡ t1 = t3 ≃ t3+ ≃ t3++
✉♣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✐♥s❡rt I ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ψˆ†✭✷✮
❛♥❞ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙❡tt✐♥❣ τ = t2−t3✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✸✼✮ ❜❡❝♦♠❡s
iG2(1, 3
+, 2, 3++) =
∑
i
〈N |ψˆ†(2)|N − 1, i〉〈N − 1, i|ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)|N〉θ(τ)
+
∑
j
〈N |ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)|N + 1, j〉〈N + 1, j|ψˆ†(2)|N〉θ(−τ) .
✭✹✳✸✽✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❣❡ts
iG2(1, 3
+, 2, 3++) =
∑
i
〈N |ψˆ†(2)|N − 1, i〉〈N − 1, i|ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)|N〉e−i(EN−EN−1,i)τθ(τ)
+
∑
j
〈N |ψˆ(1)ψˆ(3+)ψˆ†(3++)|N + 1, j〉〈N + 1, j|ψˆ†(2)|N〉ei(EN−EN+1,i)τθ(−τ) .
✭✹✳✸✾✮
❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✺✮ ❤❛s ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r str✉❝t✉r❡
❛s G✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♣✉tt✐♥❣ G ✐♥t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ G2✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r Σ ❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳
✹✳✸ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ◗✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ✻✼
✹✳✸✳✶ Σ ❛♥❞ ❉②s♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✺✮ ❤❛s ❛ ♣♦❧❛r
str✉❝t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ G✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r
Σ s✉❝❤ t❤❛t
i
∫
d3vc(1, 3)G(1, 3
+, 2, 3++) =
∫
d3Σ(1, 3)G(3, 2) , ✭✹✳✹✵✮
✇❤❡r❡ Σ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛
♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r G[
i
∂
∂t1
− h0(r1)
]
G(1, 2)−
∫
d3Σ(1, 3)G(3, 2) = δ(1, 2) . ✭✹✳✹✶✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ●0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s G0 = (ω − h0)−1 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② G−10 (ω) = ω − h0✳ ❚❤❡ ❊q✳ ✭✹✳✹✶✮ ❝❛♥
❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
G = G0 +G0ΣG . ✭✹✳✹✷✮
❊q✳ ✭✹✳✹✷✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❉②s♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✹✷❪✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ G0 ❛♥❞ Σ
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♣♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧❧
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ Σ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Σ✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦
❛❧❧ ♦r❞❡rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ G✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❇✉t ✜rst✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
♣♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✹✳✸✳✷ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡
❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡r✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ✐s ▲❡❤♠❛♥♥✬s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s②st❡♠✿ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠ ✸✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉♠
∑
i ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧
∫
dǫ✳
G(ω) ✐s ✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ω ✐s ❛ r❡❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♣r♦♠♣t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ z✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧
s❡❡ ❧❛t❡r ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝✲
tr❛ ❜✉t ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ G(ω) ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②t✐❝
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ G(z)✳
✸❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ → ∞✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✭✐✳❡✳ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ❝♦♥st❛♥t✳
✻✽ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❛r✐❞ ❬✶✹✸❪✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(ǫ) ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠
f(ω) =
∑
i
θ(ǫi − e0)− θ(ǫi − e1)
ǫi − ω . ✭✹✳✹✸✮
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(ω) ♣r❡s❡♥ts ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t ǫi ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥s ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t r❡ss❡♠❜❧❡s ❝❧♦s❡❧② ▲❡❤♠❛♥♥✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ f(ω) s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ f˜(z) ✇✐t❤ Im(z) 6= 0✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❤♦❧❞s ✐❢
f(ω)→ f(z) ✇❤❡♥ Im(z)→ 0✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❝♦♥❞❡♥s❡ ✐♥t♦
❛ ❜r❛♥❝❤❝✉t✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤✲❝✉t ❞❡❧✐♠✲
✐t❛t❡❞ ❜② ❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥ts e0 ❛♥❞ e1 s✐t✉❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
G(ω) ♣r❡s❡♥ts t✇♦ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❜r❛♥❝❤✲❝✉ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✿ ♦♥❡
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❢♦r r❡♠♦✈❛❧ ✭❛❞❞✐t✐♦♥✮ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆s
st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱
∑
i ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢
f ✱ f˜(z) r❡❛❞s
f˜(z) = ❧♥
(
z − e1
z − e0
)
. ✭✹✳✹✹✮
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ t❡①t❜♦♦❦ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✹✹✮ ✐s ❛ ♠✉❧t✐ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✹ ❬✶✹✹❪✳ ❚❤❡ ♥✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♠♣❧❡①
❢✉♥❝t✐♦♥ f(z) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♦♥❡✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ fn(z) ♦✈❡r
♥ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡s ❝❛❧❧❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡ts Rn✳ ❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❝✉t ♦❢ {fi(z)} ✭❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❝✉t ✐s [e0, e1]✮✳ ❋r♦♠ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥t❡r❡st✿ ✐❢ ♦♥❡
✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡♥ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡
Ri s✉❝❤ t❤❛t fi(z) → f(ω) ✇❤❡♥ z → ω✳ ❚❤✉s✱ Ri ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡t ❛♥❞ fi(z) = f˜(z) t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✭ω✮ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ f˜(ω ∓ iη) ✇❤❡♥ η → 0✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤② t❤❡♦r❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
∫
dǫ
f˜(ω ∓ iη) = ln
( |e1 − ω|
|e0 − ω|
)
∓ iπθ(ω − e0)θ(e1 − ω) . ✭✹✳✹✺✮
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡r❡ ω ❧✐❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ f(ω) ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❧
✈❛❧✉❡❞ ✭❢♦r ω > e1 ♦r ω < e0✮ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ✇❤❡♥ e0 < ω < e1✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❡①t❡♥❞ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ G˜(z)✿ ✇❤❡♥ ǫ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱ G(z)
✐s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✹▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r y = ln(z)✱ y ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ z = ey✳ ❙✐♥❝❡ e2ipi = 1✱ y ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t yi = ln(|z|) + 2inπ✳
✹✳✸ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ◗✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ✻✾
❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✱ G˜(z) ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①❝❡♣t ❛t s♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❈❛✉❝❤② r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣r❡ss G(r, r′, ω)
G(r, r′, ω) =
∫ µ
−∞
dω′
A(r, r′, ω′)
ω − ω′ − iη +
∫ ∞
µ
dω′
A(r, r′, ω′)
ω − ω′ + iη . ✭✹✳✹✻✮
✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ A ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❛s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡
A✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s✱ ❧✐❦❡ G✳ ❙✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✲
❛t✐♦♥ ♦❢ G(ω) ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ■t ♣❡r♠✐ts t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ✐✳❡✳ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞r❛✇ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②
♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡t✿ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡❧②✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ G ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ f(ω) ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡
˜˜f(z) = ln
(
z − e0
z − e1
)
− 2iπ . ✭✹✳✹✼✮
❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ tr❡❛t
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉②s♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✹✷✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥
s❤❡❡t✿
G˜(z) =
[
I − G˜0(z)Σ˜(z)
]−1
G˜0(z) . ✭✹✳✹✽✮
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
G0✱ Σ˜ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥
z ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ G˜(z)✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
✺
❞❡t
[
I − G˜0(z)Σ˜(z)
]
= 0 . ✭✹✳✹✾✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡t
[
G˜−10
]
6= 0 ❛♥❞ t❤❛t ❞❡t✭❆✮×❞❡t✭❇✮❂❞❡t✭❆❇✮✱ t❤❡♥
❊q✳ ✭✹✳✹✾✮ ❜❡❝♦♠❡s
❞❡t
[
zI −H0 + Σ˜(z)
]
= 0 . ✭✹✳✺✵✮
❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✺✵✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ z = zs ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥H0+Σ˜(z) ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✺❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ G˜(z) ❛♥❞ G˜0(z)✿ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈❡rs❛❜✐❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦ ❬✶✹✸❪
✼✵ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
▼♦rs❡ ❛♥❞ ❋❡s❤❜❛❝❤ ❬✶✹✺❪✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t H0+Σ˜(z) ❛❞♠✐ts ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s Ψi(z) ❛♥❞ Ψi(z) s✉❝❤ t❤❛t[
H0 + Σ˜(z)
]
Ψi(z) = E˜i(z)Ψi(z) , ✭✹✳✺✶✮[
H0 + Σ˜
†(z)
]
Ψi(z) = E˜
∗
i (z)Ψi(z) . ✭✹✳✺✷✮
❊q✳ ✭✹✳✺✷✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆ ❜✐♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❤♦❧❞s ❢♦r Ψ ❛♥❞ Ψ✿ ❢♦r E˜i(z) 6= E˜i′(z)✱ 〈Ψi(z),Ψi′(z)〉 = δi,i′ ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s
G˜(r1, r2, z) =
∑
i
Ψi(r1, z)Ψ
∗
i (r2, z)
z − E˜i(z)
. ✭✹✳✺✸✮
❊q✳ ✭✹✳✺✸✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜✐♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ G˜✳ ❙✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❤♠❛♥♥ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✿ ✜rst✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❜✐♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②
❞❡♣❡❞❡♥t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✺✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ z✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ z✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ▲❡❤♠❛♥♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♦♥❡
♦♥❧② ♥❡❡❞s ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬✶✹✻❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r t❤❡♦r❡♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t G˜(z) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
r❡s✐❞✉❡s ❛♥❞ ♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ G˜(z)✱ zi ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
zi = E˜i(zi) . ✭✹✳✺✹✮
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E˜i(z) ✐s ❛♥❛❧②t✐❝✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r G˜(z)
❛♥❞ Σ˜(z)✳ ❇❡s✐❞❡s✱ E˜i(z) ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡
♦❢
Ei(ω) = lim
η→0
E˜i(ω ∓ iη) , ✭✹✳✺✺✮
✇❤❡r❡ ∓ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ǫ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ µ✳ ❯s✲
✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬✶✹✸❪✮✱ ❋❛r✐❞ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ Ei(ω) = ω ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✺✹✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t
t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ E˜i(z∗) =
E˜∗i (z) ❤♦❧❞s✳ ■❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ z0 ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✺✹✮
✇✐t❤ ■♠(z0) 6= 0 t❤❡♥ z∗0 ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✺✹✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✉❝❤
s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥ s❤❡❡ts✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt st❡♠s ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡
✹✳✸ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ◗✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ✼✶
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥②
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝❛② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
✐♥✜♥✐t✐s❡♠❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥
❛ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳
●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ G˜(z)✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡
♦❢ G˜(z) s♦ t❤❛t t♦ ✉s❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r t❤❡♦r❡♠ ❬✶✹✼❪✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r z − E˜(z) ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡❞ t♦ zs s✉❝❤ t❤❛t
1
z − E˜i(z)
≈ Zi
z − zi , ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ |z − zi| ✭✹✳✺✻✮
✇❤❡r❡ Zs ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
Zi =
(
1− ∂E˜
∂z
∣∣∣∣∣
z=zi
)−1
✭✹✳✺✼✮
❚❤❡ ❜✐♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡♥
G˜(r1, r2, z) =
∑
i
Zi
Ψi(r1, zi)Ψ
∗
i (r2, zi)
z − zi . ✭✹✳✺✽✮
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ Ei(z) ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s zs ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ ∂Ei(z)
∂z
✳ ❆♥② st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✐✳❡✳ ✇✐❧❧ r❡s✉❧ts
✐♥ Zi = 1✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❊q✳ ✭✹✳✺✽✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ◗P ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ♥♦t ❛ ❞❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥②♠♦r❡ ❜✉t ❛ ❧♦r❡♥t③✐❛♥ ❛s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜♥✐t❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ i✳
〈i|A|i〉 = 1
π
■♠
[
■♠(〈i|Σ|i〉)
(ω − ǫi − ❘❡(〈i|Σ|i〉)2 + ■♠(〈i|Σ|i〉)2
]
. ✭✹✳✺✾✮
❚❤❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ǫi ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❘❡✭〈i|Σ|i〉✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ 〈i|Σ|i〉 ❣✐✈❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❜❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡r❡❞ ❛s ❛ ❞r❡ss❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✇❡❛❦❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❜❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡✈❡❛❧
❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ s♦♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡
✼✷ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② |■♠(〈i|Σ|i〉)|✿ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ✐s
t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡s t❤❡ ❜❛r❡
❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲
✈❡rs❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡❛❦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❝♦✲
❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✿ ✉s✉❛❧❧② ❜r♦❛❞❡♥ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡❛❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❆s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s ❛
s✉♠✲r✉❧❡ ✭✹✳✷✺✮✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②
♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐❧❧ ♥❛t✉r❛❧❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡❛❦✿ ♦♥❡ s❛②s t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❙✉❝❤ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣②
❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Zi ❘❡{Zi} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢
A ♦✈❡r ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡❛❦✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤
❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡✱ Z = 1✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐✳❡✳ ✶✲❘❡Zi ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧✐❦❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜✉t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥✻✳ Zi ✐s t❤❡♥ ❛ ✉s❡❢✉❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❡✐❣❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ t❤❡
r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛st t❛s❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱
♥❛♠❡❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ G ❛♥❞ Σ t❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡r✬s
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✹✾❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ U(r1, r2, t) ❬✶✹✷❪✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
✻■t ✐s ✉s✉❛❧❧② s❛✐❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✲str✉❝t✉r❡ ♣✐❝✲
t✉r❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ A s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ✐ts q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡❛❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛♥❞✲str✉❝t✉r❡ t❡♥❞s t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ s②st❡♠✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✼✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✳ ❬✶✹✽❪
t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ❛s
G(1, 2) = −i〈N |T [Sˆψˆ(1)ψˆ
†(2)]|N〉
〈N |T [Sˆ]|N〉 . ✭✹✳✻✵✮
✇❤❡r❡ Sˆ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ U s✉❝❤ t❤❛t
T [Sˆ] = T
[
❡①♣
(
−i
∫ ∞
−∞
dt
∫
dr1dr2ψˆ
†(r1)U(r1, r2, t)ψˆ(r2)
)]
. ✭✹✳✻✶✮
❚❤❡ ♠②st❡r✐♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❝❤✇✐♥❣❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r G✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛♥❞ ❞❡str♦②
t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛❧♦♥❣ ✐ts ✇❛②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠❛❦❡s ❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡①tr❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r G ✭✹✳✻✵✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦✲
✼✹ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
t❡♥t✐❛❧ U ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ❣❡ts
δG =
〈N |T [δSˆψˆ(1)ψˆ†(2)]|N〉
〈N |T [Sˆ]|N〉 −G(1, 2)
〈N |T [δSˆ]|N〉
〈N |T [Sˆ]|N〉 . ✭✹✳✻✷✮
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ❛❞❞ t✇♦ ❡①tr❛ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ t❤❡ t✇♦
❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ G2
❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✼
δG(1, 2)
δU(3, 4)
= G(1, 2)G(4, 3)−G2(1, 4, 2, 3) . ✭✹✳✻✸✮
❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣r❡ss G2 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ G✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ G ❛♥❞ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦♥❧②✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ G ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ U ✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥
♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ t❤r❡❡
♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✸✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✶✮ r❡s✉❧ts
✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ✐♥ ♦✉r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇
t❤❡ ❡①❛❝t q✉❛♥t✐t② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥
G2(1, 3
+, 2, 3++) = G(1, 2)G(3+, 3++)− δG(1, 2)
δU(3)
, ✭✹✳✻✹✮
✇❤❡r❡ U(3) = U(1, 3)δ(1, 3)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✹✮
✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t✇♦ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✿ ♦♥❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ −i ∫ d3v(1, 3)G(3, 3+) ✇❤✐❝❤ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢
t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✹✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❛rtr❡❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ δG/δU ✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥ GG−1 =
I ❛s ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①♣r❡ss G−1 ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ G ❛♥❞ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
0 =
δG
δU
G−1 +G
δG1
δU
. ✭✹✳✻✺✮
❯s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✺✮✱ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② Σ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Σ(1, 2) = −i
∫
d34v(1+, 3)G(1, 4)
δG−1(4, 2)
δU(3)
. ✭✹✳✻✻✮
✼❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ♥♦t❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t U ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱
t4 = t3 + δ ✇❤❡r❡ δ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✼✺
❙❝❤✇✐♥❣❡r✬s tr✐❝❦ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡
♣❛rt✐❝❧❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r t❤r❡❡✲♣♦✐♥t q✉❛♥t✐t② ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
✹✳✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r Σ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✿ t❤❡ G0 ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ t❤❡ Σ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✹✻✱ ✶✺✵❪✳
G0 ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❛ r❛t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♣r♦❜❧❡♠s✿ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r G0✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
G(1, 2) = G0(1, 2)− i
∫
d3d4G0(1, 3)v(3, 4)
×
[
G0(4, 4+)− δ
δU(4)
]
G(3, 2) .
✭✹✳✻✼✮
❖♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ G(3, 2) ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❜② t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
G0(3, 2) ❛s ❛t ✜rst ♦r❞❡r G(1, 2) = G0(1, 2)✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ✱ G0 s❛t✐s✜❡s
G0(1, 2) =
[
i
∂
∂t1
− h0(r1)− U(r1)
]−1
δ(1, 2) ✭✹✳✻✽✮
❚❤❡♥ ❊q✳ ✭✹✳✻✼✮ r❡❛❞s
G(1, 2) =G0(1, 2)− i
∫
d3d4G0(1, 3)v(3, 4)
×
[
G0(4, 4+)− δ
δU(4)
]
G0(3, 2) + ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s .
✭✹✳✻✾✮
❚❤❡ t✇♦ ✜rst t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ G0✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s
G(1, 2) =G0(1, 2)− i
∫
d3d4G0(1, 3)v(3, 4)
× {G0(4, 4+)G0(3, 2)−G0(3, 4)G0(3, 2)}+ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s .
✭✹✳✼✵✮
✼✻ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r❧② ❜r❛❦❡ts r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ r❡str✐❝ts t♦ t❤❡s❡
t✇♦ t❡r♠s ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ♥♦♥✲
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✳ ❖♥❡ ❝❛♥ st❛rt ♦✈❡r t♦ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐s ❜❡✲
❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ G ❧✐❡s r❡❛s♦♥❛❜❧② ♦✛ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r G0 ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r G t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❞❛♠♣❡❞
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ G0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡
❝❛♥ t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Σ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳
Σ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ● ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r✐❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ Σ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ ❢♦r G✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✻✻✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣
G ❜② G0 ②✐❡❧❞s
Σ(1, 2) = −iδ(1, 2)
∫
d3v(1, 3)G0(3, 3+) + iv(1, 2)G0(1, 2) . ✭✹✳✼✶✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐t❡r❛t❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ Σ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✻✻✮✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ G−1 ❜② G−1 = G−10 − U − Σ✳
❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠
Σ(2)(1, 2) =
∫
d34v(1, 3)G0(1, 2)v(2, 4)G0(4, 3)G0(3, 4+)
−
∫
d34v(1, 3)G0(1, 4)v(4, 2)G0(4, 3)G0(3, 2) .
✭✹✳✼✷✮
Σ(2) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ v ❛♥❞ G0✱ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ v✳ ❆ t❤✐r❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❊q✳ ✭✹✳✻✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡r♠ ❛♥❞ s♦ ♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛♥② ♦r❞❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ Σ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ Σ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ G ✉s✐♥❣ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❧♦♦❦s
♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ t❤❡ G0 ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❢♦r Σ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♠♠❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ✐♥ G ♦✇✐♥❣ t♦ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ❧❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ Σ✽✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✼✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✉s✐♥❣ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✼✶✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡
✽t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r✐❡s✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✼✼
✜rst ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vH ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ t❡r♠ ✐s ❧♦❝❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝❛st t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❛t❡s Σ − vH ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❍❋ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② r❡❛❞s
Σx(1, 2) = iv(r1, r2, t
+
1 , t2)δ(t
+
1 − t2)G0(r1, r2, t+1 , t2) . ✭✹✳✼✸✮
❚❤❡ ❍❋ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s st❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ▲❡❤♠❛♥♥✬s r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ G(r1, r2, ω) ❛♥❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❍❋ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② r❡❛❞s
Σx(r1, r2, ω) = 2iπ
∑
i
θ(µ− ǫ❦i)Ψ❦i(r1)Ψ∗❦i(r2)× v(r1, r2) . ✭✹✳✼✹✮
❚❤❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ µ r❡str✐❝ts t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r
❛❧❧ st❛t❡s t♦ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐s
st❛t✐❝✳ ✾ ❚❤✉s✱ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σx r❡❛❞
〈i|Σx|i〉 = −4π
Σc
∑
q
∑
j
θ(µ− ǫ❦j)
∑
●
ρ˜∗ij(q+●)ρ˜ij(q+●)
|q+●|2 , ✭✹✳✼✺✮
✇❤❡r❡ ρ˜i,j ❛r❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s
ρ˜i,j(q+●) =
∫
drΨ∗❦i(r)e
−i(q+●)·rΨ❦j(r) . ✭✹✳✼✻✮
❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❜r✐❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ Σx ✐s Nv × N❦ × N● ✇❤❡r❡ Nv ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s✱ N❦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ N● t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢●✲✈❡❝t♦rs✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①t❡♥❞ Σ ✭♦r G✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ G0
❛♥❞ v✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ G ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉✛❡rs ❢r♦♠ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❛ s♦❧✐❞✿ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡
❜❛r❡ ♦♥❡ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❛s ✐t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳
❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t② t❤❛t s✉♠s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■t s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❛♥❞ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
W t♦ ❡①♣r❡ss ♦✉r s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ W (1, 2) ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✉❜❜❛r❞ ❬✶✺✶❪✱ ✐s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t ♣♦✐♥t ✶ ✇❤❡♥ ❛ t❡st ❝❤❛r❣❡ s✐ts ❛t ♣♦✐♥t ✷✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
❍❡❞✐♥ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐ts ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ✺ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
✾❆♥② st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡ ♦r✲
❞❡r✐♥❣ δ(t2 − t+1 ) ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳
✼✽ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✹✳✹✳✷ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡❞✐♥ ❬✶✺✷❪✱ ❧❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❱✭✶✮✳
V (1) = U(1)− i
∫
d2v(1, 2)G(2, 2+) , ✭✹✳✼✼✮
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U ❛♥❞ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❯s✐♥❣ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✹✳✻✻✮ ✐s r❡❝❛st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿
Σ(1, 2) = −i
∫
d345v(1+, 3)G(1, 4)
δG−1(4, 2)
δV (5)
δV (5)
δU(3)
, ✭✹✳✼✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
ε−1(1, 2) =
δV (1)
δU(2)
, ✭✹✳✼✾✮
❊q✳ ✭✹✳✼✾✮ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ ❛❧s♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✈❡rt❡① ❢✉♥❝t✐♦♥
Γ˜(1, 2, 3) = −δG
−1(1, 2)
δV (3)
. ✭✹✳✽✵✮
■rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ❍❛rtr❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ V ✳ ❇② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
W (1, 2) =
∫
d3ε−1(3, 2)v(1, 3) . ✭✹✳✽✶✮
Σ ✜♥❛❧❧② r❡❛❞s
Σ = i
∫
d34G(1, 4)W (3, 1+)Γ˜(4, 2, 3) . ✭✹✳✽✷✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡❡❞ ♦❢ t❤❡ GW ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t②✱ ♥♦t❛❜❧② ε−1 ❛♥❞ Γ˜✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥s❡rt ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✼✾✮ ❛♥❞
♦❜t❛✐♥
ε−1(1, 2) = δ(1, 2)− i
∫
d3v(1, 3)
δG(3, 3+)
δU(2)
. ✭✹✳✽✸✮
❖♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ χ(1, 2) = −iδρ(1)/δU(2)✳
❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✱ r❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥✲
t✐t② ρ ✐s ♦♥❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✼✾
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ χ˜ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐❜❧❡ χ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
χ(1, 2) = −i
∫
d3
δG(1, 1+)
δV (3)
δV (3)
δU(2)
✭✹✳✽✹✮
❲❡ ❝❛♥ ✐♥s❡rt t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ε−1 ✭✹✳✽✸✮ ❜❛❝❦ ✐♥t♦
χ(1, 2) = χ˜(1, 2) +
∫
d34χ˜(1, 3)v(3, 4)χ(4, 2) . ✭✹✳✽✺✮
❚❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ G ❛♥❞ Γ˜✳
❯s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② r❡❛❞s
χ˜(1, 2) = −i
∫
d34G(1, 3)Γ˜(3, 4, 2)G(4, 1) . ✭✹✳✽✻✮
▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✈❡rt❡① Γ˜✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❉②s♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ G−1 = G−10 − V − Σ✱ ♦♥❡ ❣❡ts
Γ˜(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) +
δΣ(1, 2)
δV (3)
✭✹✳✽✼✮
Γ˜(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) +
∫
d45
δΣ(1, 2)
δG(4, 5)
δG(4, 5)
δV (3)
✭✹✳✽✽✮
✭✹✳✽✾✮
❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ δG/δV ✳ ❚❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
✈❡rt❡① t❤❡♥ r❡❛❞s
Γ˜(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) +
∫
d4567
δΣ(1, 2)
δG(4, 5)
G(4, 6)G(7, 5)Γ˜(6, 7, 3) ✭✹✳✾✵✮
❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Σ ❞❡♣❡♥❞s ✭♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✮ ♦♥ Γ˜ ❛♥❞ W ❛s ✇❡❧❧ ❛s Γ˜
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Σ ❛♥❞ W ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Γ˜ t❤r♦✉❣❤ ˜chi✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❙✉❝❤ ❛ s❡t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❡❞✐♥ ❬✶✺✷❪ ❛♥❞ ❝♦✉♥ts ✜✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✜✈❡
✽✵ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
q✉❛♥t✐t✐❡s
G(1, 2) =G0(1, 2) +
∫
d34G0(1, 3)Σ(3, 4)G(4, 2) ✭✹✳✾✶✮
Γ˜(1, 2, 3) =δ(1, 2)δ(1, 3) ✭✹✳✾✷✮
+
∫
d4567
δΣ(1, 2)
δG(4, 5)
G(4, 6)G(7, 5)Γ˜(6, 7, 3)
χ˜(1, 2) =− i
∫
d34G(2, 3)G(4, 2)Γ˜(3, 4, 1) ✭✹✳✾✸✮
W (1, 2) =v(1, 2) +
∫
d34v(1, 3)χ˜(3, 4)W (4, 2) ✭✹✳✾✹✮
Σ(1, 2) =i
∫
d34G(1, 4)W (3, 1+)Γ˜(4, 2, 3) ✭✹✳✾✺✮
❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ Σ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ Γ˜ t❤❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② χ˜✱ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❝♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ W ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r
❛ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✇❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❡❞✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤
s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✈❡rt❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ❤❛s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t❡❞ ❢♦r♠✳ ❙♦ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦♣❡ t❤❛t ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞
t♦ r❡❛❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ W ✐♥st❡❛❞ ♦❢ v ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✿ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ W ✇❛s
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ v✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ❛♥❞ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s✱ ❜♦t❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
tr✉♥❝❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠s
❛♥ ❤♦♣❡❧❡ss ❞r❡❛♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ G0 ❛♥❞ v ❛s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❍❡❞✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ♦❢ ✺ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ W ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ v✳ ❋❡✇ ❝②❝❧❡s ❛r♦✉♥❞
❍❡❞✐♥✬s ♣❡♥t❛❣♦♥ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡
✈❡rt❡① Γ✮ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❍❡❞✐♥✬s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡
t♦ ❍❡❞✐♥✬s ♣❡♥t❛❣♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ◗P ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙②♠❜♦❧✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❞✐♥✬s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❬✶✹✽❪
✹✳✹✳✸ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ s②♠❜♦❧✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡
✉s❡❢✉❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛t ❛♥② ♥♦❞❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡♥t❛❣♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s Γ˜(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3) ❛s ✐t ✐s t❤❡ ✜rst
t❡r♠ ♦❢ Γ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✾✵✮✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Σ(1, 2) = iG(1, 2)W (2, 1+) , ✭✹✳✾✻✮
❛♥❞ χ˜ ❜❡❝♦♠❡s χ˜ = −iGG✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♥s❛t③✱ G✱ Σ ❛♥❞ χ˜ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❉②s♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥
st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ Σ = 0✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t G = GH
✇❤❡r❡ GH ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Γ˜(1, 2, 3) = δ(1, 2)δ(1, 3)✳ ❚❤❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② r❡❞✉❝❡s s✐♠♣❧② t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡ χ0✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ W ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮✳ ❆❧❧ ❡✛❡❝ts ❜❡②♦♥❞ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠
Σ(1, 2) = iGH(1, 2)W0(2, 1
+) . ✭✹✳✾✼✮
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍❛rtr❡❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ GH ✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❝②✲
❝❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❍❡❞✐♥✬s ♣❡♥t❛❣♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥ G0 ❛♥❞ W ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❛❝✲
t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ GW ✐s r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞
✽✷ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✐s r❛t❤❡r ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ● ❛s ✐♥ ✭✹✳✾✻✮ ♦r ❛
❍❛rtr❡❡ GH ❛s ✐♥ ✭✹✳✾✼✮✿ ♠♦st ♦❢t❡♥ t❤❡ ✏❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✑ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ G0
✐s ✉s❡❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ●❲ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❤❡r❡ ❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❍❡❞✐♥ ✐♥ ❤✐s s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ✶✾✻✺ ❬✶✺✷❪✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❬✶✺✷❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❡❞✐♥✬s ♥♦t❛t✐♦♥s ❬✶✺✸❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❛s
W (r, r′, ω) =
∫
dr′′
ε−1(r, r′′, ω)
|r′′ − r′| ✭✹✳✾✽✮
=
1
|r− r′| +
∑
i
2ωiV
i(r)V i(r′)
ω2 − ω2i
✭✹✳✾✾✮
✇❤❡r❡ ωi ❛r❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s s✉❝❤ ❛s ωi = E(N, i) − E(N, 0) − iδ ✇✐t❤
❊✭◆✱✐✮ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ δ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❛♥❞ V i(r) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
V i(r) =
∫
dr′
〈N, i|ψ†(r′)ψ(r′)|N〉
|r− r′| . ✭✹✳✶✵✵✮
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✾✾✮ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❜❛r❡
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ Σx✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ Wpol = W − v ❝♦♥✲
t❛✐♥s t❤❡ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣② Σpol ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ✭✹✳✾✼✮
〈i|Σpol(ω)|i〉 =
∑
k 6=0,l
|V kil |2
ω + ωks❣♥(µ− ǫl)− ǫl , ✭✹✳✶✵✶✮
✇❤❡r❡ ǫi ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❖♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② 〈i|Σpol|i〉 ❡✈❛❧✲
✉❛t❡❞ ❛t ω = ǫi✶✵✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✵✶✮✱ t✇♦ ❡♥❡r❣✐❡s
❝♦♠♣❡t❡ ✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ǫi − ǫl ❛♥❞ ωk✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆❛ ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r② ǫ1 = −0.378 ❘②
❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ω1 = 2.414 ❘②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ωk ≫ |ǫi − ǫl|✳ ❇❡s✐❞❡s✱ |V kil |2
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ✇❤❡♥ |ǫi − ǫl| ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
✶✵❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♥s✐❞❡r ω = Ek ✇❤❡r❡ Ek ✐s t❤❡ ◗P ❡♥❡r❣②✳
✹✳✹ ❍❡❞✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✽✸
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s
〈i|Σpol(ǫi)|i〉 =
∑
k 6=0,l
s❣♥(µ− ǫl) |V
k
il |2
ωk
, ✭✹✳✶✵✷✮
= 2
∑
k 6=0,l∈ occ
|V kil |2
ωk
−
∑
k 6=0,l
|V kil |2
ωk
. ✭✹✳✶✵✸✮
◆♦t❡ t❤❛t ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡❛❞
〈ij|Wpol(0)|i′j′〉 = −2
∑
k
V kii′V
k
jj′
ωk
. ✭✹✳✶✵✹✮
❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ 〈ij|Wpol(0)|i′j′〉
〈i|Σpol(ǫi)|i〉 = −
∑
l∈ occ
〈il|Wpol(0)|li〉+ 1
2
∑
l
〈il|Wpol(0)|li〉 ✭✹✳✶✵✺✮
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✵✺✮ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ st❛t✐❝❛❧❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ✭❙❊❳✮ ✇❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦❝❦ t❡r♠ Σx✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ ✭❈❖❍✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦ ✶✴✷ 〈i|Wpol|i〉✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❤♦❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡✿ 1/2Wpol r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❛❞❞ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ∓δ(r−r0) ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t② t♦ r0✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r 12 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t 〈i|Wpol|i〉 ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ |φi(r)|2✳ ❚❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s❝r❡❡♥✐♥❣W ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ st❛t❡s
✐♥t♦ s✉♠ ♦✈❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❈❖❍❙❊❳ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡r❡❢♦r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ❡✛♦rt t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t GW ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❜② ✷✵% ❬✶✺✹❪✳ ❙✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ W ✳ ❈❖❍❙❊❳ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ●❲ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ✐t❡r❛t❡ G ❛♥❞ Σ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬✶✺✺❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✽✹ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
✹✳✺✳✶ ❆❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GW ✐♥ t❤❡ ✽✵✬s ❬✶✺✹❪✱ ❛ ❝♦♥tr♦✲
✈❡rs② ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ tr❡❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❝♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✶✺✻✱ ✶✺✹✱
✶✺✼❪✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✺✽❪ q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✶✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡
♠❛② ❛s❦ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦r❡✲✈❛❧❡♥❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ●❲ ❄ ✳ ❚♦
❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
G = Gv +Gc
✶✷ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② P = Pv + Pc✶✸ ✇❤❡r❡ c ❛♥❞ v r❡❢❡r t♦
❝♦r❡ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✶✻✵❪ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ GW s❡❧❢✲❡♥❡r❣②
Σ ≈ iGcW + iGvWv + iGvWvPcWv ✭✹✳✶✵✻✮
✇❤❡r❡ Wv ✐s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ ❛s Wv = v + vPvWv ✶✹ ❚❤❡ ✜rst
t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②
t❤❡ ❜❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ❛s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ t❤❡
s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst
❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠ ❛r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❉❋❚ ❧❡✈❡❧ ✈✐❛ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❲✐t❤✐♥ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧②✱
t❤♦✉❣❤✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s✿ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❡r♠s ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳
❙✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❛t♦♠s ❬✶✻✶✱ ✶✻✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❡r♠s ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ∼ 1 ❡❱✳ ❋♦r s− p s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱
✇✐t❤ s❤❛❧❧♦✇ d ❡❧❡❝tr♦♥s s✉❝❤ ❛s ●❛❆s ♦r ●❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥
❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✲✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛s ❤✐❣❤ ❛s
✵✳✸ ❡❱ ❛r✐s❡ ❬✶✺✹❪✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ d ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✿ t❤❡ ✜rst
t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✵✻✮ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ❛♥❞
✈❛❧❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ d ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ s
❛♥❞ p ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❤❡❧❧ ✐s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡✿ t❤❡♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧❧ st❛t❡s
✶✶❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r❛✐s❡✇♦rt❤②✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ GW ❜❛♥❞❣❛♣s t❤❡② ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛s ✐♥ ❢❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s t❤❡② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❬✶✺✾❪
✶✷❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ G ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r st❛t❡s ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✷✮ t♦
❝♦r❡ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡s✳
✶✸❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ P ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r G✱ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
s✉♠ ♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦r❡ ♦r ✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s✳
✶✹❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛s W =Wv +WvPcW ✳
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✽✺
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❤❡❧❧ n ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡s✉❧ts ❬✶✻✸❪✿ s✉❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉ 3d ❬✶✻✹❪ ❛♥❞ ❈❞❙ ❬✶✻✺❪✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✭✹✳✶✵✻✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❉❋❚ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✐t✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡✲❝♦r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♣r♦♣❡r❧②✳
✹✳✺✳✷ P❡rt✉r❜❛t✐✈❡✱ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♦r s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❄
P❡rt✉r❜❛t✐✈❡ G0W0
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✏❜❡st G✱ ❜❡st W ✑ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✲
❝♦♠❡s t❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ❤❡❛✈②✮ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ G
❛♥❞ W ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡st ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
❜❡st r❡❢❡rs ♥♦t ♦♥❧② t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❜✉t ❛❧s♦
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥
♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
▲❡t ✉s ✜rst str❡ss t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠
♦♥❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vxc t♦ ❜❡ ❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②
Σ(r, r✬, t, t′) = vxc(r)δ(r− r✬)δ(t− t′) , ✭✹✳✶✵✼✮
t❤❡♥ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s s✐♠♣❧② t♦ t❤❡ ❑❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φi ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G✱
t❤❡ ❑❙ ❡♥❡r❣✐❡s ǫi ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧②
t❤❛t ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❑❙ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡s
t♦ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ❬✶✺✹✱ ✶✺✺❪ ✐✳❡✳ φi ≈ Ψi✱ Ψi ❜❡✐♥❣ t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❑❙ ❡♥❡r❣✐❡s ǫi
r❡❛❞ t❤❡♥
〈φi|Σ(Ei)− vxc|φi〉 = Ei − ǫi ✭✹✳✶✵✽✮
✇❤❡r❡ Ei ✐s t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ω = Ei✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ǫi ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞
〈φi|Σ(Ei)|φi〉 = 〈φi|Σ(ǫi)|φi〉+ (Ei − ǫi)〈φi| ∂Σ(ω)
∂ω
∣∣∣∣
ω=ǫi
|φi〉+O((Ei − ǫi)2)
✭✹✳✶✵✾✮
✽✻ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② Ei ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Ei = ǫi + Zi〈ψi|Σ(ǫi)− vxc|ψi〉 ✭✹✳✶✶✵✮
✇❤❡r❡ Zi ✐s t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✺✼✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Zi
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Σ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❢✉❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢
t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ GW ❜❡✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
❡♥t✐r❡❧② ✐♥ Σc✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛s Σc ❜❡✲
❤❛✈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
♣♦❧❡s✳
G0W0 ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✲❑❙
✇✐t❤✐♥ ▲❉❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡✲
♣❡♥❞ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✿ ✐❢ t❤❡ ❉❋❚✲❑❙ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t♦♦
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❈✉❇r ♦r ❩♥❖
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ G0W0 ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐t✳ ❆♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
▲❉❆ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ G0W0 ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝✐ss♦r ♦♣❡r❛t♦r t♦
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ ❉❋❚✲❑❙ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞
str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❩♥❖ ✐s ❢❛♠♦✉s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p− d r❡♣✉❧s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❝❧♦s❡ ✐ts ❜❛♥❞❣❛♣✿ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✜rst t♦ tr❡❛t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡
s❤❛❧❧♦✇ 3d st❛t❡s ♦❢ ❩♥✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s t❛s❦
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷
• ❊①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❊❳❳✮ ❬✶✻✻❪✿ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ✇✐t❤ ❛
❧♦❝❛❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❉❋❚✲❑❙ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣❡r s❡ ❛r❡ ❣♦♦❞✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❊❳❳ ✐♥✈♦❧✈❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❤❡❛✈② ❛s t❤❡G0W0 ✐ts❡❧❢✳ ■t ❣✐✈❡s ✐♠♣r♦✈❡❞
r❡s✉❧ts ❢♦r s②st❡♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉❝❤ ❛s ❩♥❖✿ ✐t
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❊❳❳ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱
❤♦✇❡✈❡r ✐t ❢❛✐❧s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❩♥ 3d ❜❛♥❞s✳ ❊❳❳ ✐s s❡❧❢✲
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❘✐♥❦❡ ❡t ❛❧✳ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣♦♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ●❲ ✇❛s ❞✉❡ t♦
♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦r ✈❡rt❡① ❬✶✻✻❪✳
• ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❬✶✸✶❪✿ ❍❙❊✵✸ ♦r
P❇❊✵ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❣❛✈❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◗P
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✽✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞
❣❛♣s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✼✵❪✳
♦♥❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❛t
s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❊❳❳ ✐s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
• ▲❉❆✰❯✳ ❑✐♦✉♣❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✼❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ✉s❡ ▲❉❆✰❯ ❛s ❛ st❛rt✲
✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ GW ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❜❝❝ ❤②❞r♦❣❡♥✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ✇❛s st❛❜❧❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ U ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♠❡t❛❧ ✐♥s✉❧❛t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② G0W0@LDA+U ✳
▲❉❆✰❯ ❝♦rr❡❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ 1s
♦❢ ❍②❞r♦❣❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② tr❡❛t♠❡♥t ♦♥❧②✳
❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✶✻✽❪ ✉s❡❞ ▲❉❆✰❯ ❛s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❈❡r✐✉♠ ♦①✐❞❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❛✐s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦
✇❛s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ tr❡❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐t✐♥❡r❛♥t st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ r❛t❤❡r
✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❑❙✲❉❋❚ ♦r GW ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❧✐❦❡
d ♦r f ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❲✱ ♦r r❡q✉✐r❡
t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ✐♥ ❉②♥❛♠✐❝❛❧
▼❡❛♥ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r② ✭❉▼❋❚✮ ❬✶✻✾❪✳
✽✽ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞
❣❛♣s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✼✵❪✳
❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
❚❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡str✐❝ts ❍❡❞✐♥✬s ♣❡♥t❛❣♦♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ tr✐❛♥❣❧❡✿
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ G✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s W t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② χ t❤❡♥ Σ ❛♥❞
♦✇✐♥❣ t♦ ❉②s♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ G✳ ❈②❝❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❲ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢✉❧❧
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✉❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ st✉❞✲
✐❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ♦r s✐♠♣❧❡ s②st❡♠s✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❬✶✼✶❪✱ ♠❡t❛❧s ❬✶✼✷❪ ♦r s✐♠♣❧❡
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬✶✼✸❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇❡r❡ ♥♦t ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛t
❛❧❧✿ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ q✉❛s✐♣❛rt✐✲
❝❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str✐❦✐♥❣❧② ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ◗▼❈ ❬✶✼✹❪✳
❙✉❝❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢✉❧❧② s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ❢✉❧✜❧❧s
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❬✶✹✾✱ ✶✼✺❪ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t♦t❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① Γ ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡✿ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ✈❡rt❡① ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✶✼✻✱ ✶✼✷✱ ✶✼✼❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ G r❡❛❧✐st✐❝ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
✐s t♦❞❛② st✐❧❧ ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ❢✉❧❧② s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡s s❡❡♠
t♦ ❢❛✐❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❍♦❧♠ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ GW ✇❛s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✽✾
t❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬✶✼✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW
❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✼✽✱ ✶✺✺✱ ✶✼✵✱ ✶✼✾❪✳
❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❦♥♦✇♥ ❛s r❡str✐❝t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥tGW ♣r❡s❡♥t ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ❜❡s✐❞❡s r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ Σ✿ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛s t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥✿
❞♦✐♥❣ s♦✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦r ◗P ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✶✺ ❛♥❞ ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ str❛✐❣❤❢♦r✇❛r❞❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥
✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✿
t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳ ❬✶✺✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW
✭◗❙●❲✮ ❬✶✼✵❪✳
• ❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❈❖❍❙❊❳ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❛♥❞
s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❧② st❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐s ✉s✉✲
❛❧❧② t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❝✐♣❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❝✲❈❖❍❙❊❳
❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ G0W0 st❡♣✳ ❙❝✲
❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ②✐❡❧❞s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r st❛♥❞❛r❞ s − p
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❬✶✺✺❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ♦①✲
✐❞❡s ❬✶✽✵✱ ✶✽✶❪✳
• ◗❙●❲ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s✉❜t❧❡ ✇❛②✳ ▲❡t
✉s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ❑♦t❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✾❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❜❛r❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿
H0 = −∇
2
2
+ veff(r, r′) ✭✹✳✶✶✶✮
✇❤❡r❡ veff(r, r′) ✐s ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡ r❡❛❧ ♦r ❞r❡ss❡❞ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❡✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ◗❙●❲ ✐s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐♥t♦
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ veff ✳ ❙✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
st❡♣s✿ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Σ ❛♥❞ ♠❛❦❡ Σ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ Σ(r, r′, ω)✱ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ veff(r, r′)✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s
❛tt❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ {ǫi, ψi} ≈ {Ei,Ψi}
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡ {Ei,Ψi} ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r❡ss❡❞
✶✺❚❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥✐t② ♦❢ t❤❡ ◗P ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ▲❡❤♠❛♥♥✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
✾✵ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
◗P ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s✐♠♣❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ ❛s
veff =
1
2
∑
ij
|ψi〉
{
❘❡ [Σ(ǫi)]ij + ❘❡ [Σ(ǫj)]ji
}
〈ψj| ✭✹✳✶✶✷✮
◗❙●❲ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❛♥❞ ②✐❡❧❞s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ ❜❛♥❞❣❛♣s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ ❧❡ss ❝r✉❞❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❈❖❍❙❊❳ t❤❛t t❡♥❞s t♦ ❞r❛s✲
t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ◗❙●❲ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦
tr❡❛t ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✽✷✱ ✶✽✸✱ ✶✼✽✱ ✶✽✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r❡❞ t❤❡ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ s✉♠s
♦✈❡r ❡♠♣t② st❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ GW ✿ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛❧❧❡❞
G0W0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ GW tr✐❛♥❣❧❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s②st❡♠ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ st✉❞②✱ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥s
r❡❛s♦♥s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ G0W0 ❛r❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡✈❡r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Σ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
❜❛s✐s s❡t ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✹✳✺✳✸ Pr❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ χ0
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ G0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛❜✐❧✐t② s✐♠♣❧② r❡❛❞s t❤❡♥
χ0(r1, r2, ω) = − i
π
∫
dω′G0(r1, r2, ω + ω
′)G0(r1.r2, ω
′) ✭✹✳✶✶✸✮
■❢ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ▲❡❤♠❛♥♥✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✶✸✮ ❜❡❝♦♠❡s
χ0(r1, r2, ω) = − 2i
2π
∑
❦i,❦j
∫
dω′
Ψ❦i(r1)Ψ
∗
❦i
(r2)
ω + ω′ − ǫ❦i + iηs✐❣♥(ǫ❦i − µ)
× Ψ❦j(r1)Ψ
∗
❦j
(r2)
ω′ − ǫ❦j + iηs✐❣♥(ǫ❦j − µ)
✭✹✳✶✶✹✮
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✾✶
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣♦❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❇②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ f(z) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②∮
f(z)dz = 2πi
∑
p
Resz=zpf(z) ✭✹✳✶✶✺✮
✇❤❡r❡ Resz=zp st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡ zp✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛r❝ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❧❛♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❡s
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✶✹✮✳ ❋✐rst ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♣♦❧❡s ❛t
ω′ = ǫ❦i − ω − iηs✐❣♥(ǫ❦i − µ) ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛t ω′ = ǫ❦j − iηs✐❣♥(ǫ❦j − µ)✳
❍❡♥❝❡✱ χ0 s✐♠♣❧✐✜❡s t♦
χ0(r1, r2, ω) =
2
N❦Ωc
∑
❦i,❦j
Ψ❦i(r1)Ψ
∗
❦j
(r1)Ψ
∗
❦i
(r2)Ψ❦j(r2)
×
[
θ(ǫ❦i − µ)θ(µ− ǫ❦j)
ω − (ǫ❦i − ǫ❦j + iη)
− θ(µ− ǫ❦i)θ(ǫ❦j − µ)
ω − (ǫ❦i − ǫ❦j − iη)
]
✭✹✳✶✶✻✮
❚❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ χ0 ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❧❛♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✭ǫ❦i < ǫ❦j✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧❛♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
✭ǫ❦i > ǫ❦j✮✳ ■♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ µ ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱ χ0
❤❛s ♥♦ ♣♦❧❡✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② r❡❛❞s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t
❢♦r♠
χ0,●,●′(q, ω) =
∑
i,j
(fi − fj)×
ρ˜ij(q+●)ρ˜
∗
ij(q+●
′)
ω − (ǫi − ǫj) + iηs✐❣♥(ǫi − ǫj) ✭✹✳✶✶✼✮
✇❤❡r❡ i st❛♥❞s ❢♦r ❦i✱ f t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s i✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ W●,●′ = ε
−1
●,●′
v(q + ●′) ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②
ε●,●′(q, ω) = δ●,●′ − v(q+●)χ0,●,●′(q, ω) ✭✹✳✶✶✽✮
✇❤❡r❡ χ ✐s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② χ = (1 −
vχ0)
−1χ0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Σ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
◗P ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✷✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❛s Σ = Σx + Σc
✇❤❡r❡ Σx ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❋♦❝❦ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② Σx = iGv ❛♥❞ Σc ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❞❡✜♥❡❞ ❛s Σc = Σ − Σx✶✻✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢
✶✻❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡✱ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✾✷ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Wp = W − v✿
Σc(r1, r2, ω) =
i
2
∫
dω′eiω
′δG(r1, r2, ω + ω
′)Wp(r1, r2, ω
′) ✭✹✳✶✶✾✮
❚❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❛s❦ ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡❣r❛❧✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ t❤❛t G ❛♥❞W ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ✐♥ t❤❡
✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✐♠❛❣✐♥❛r② ❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
♣♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ G ❛♥❞W ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✿
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ε−1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ε−1(ω) ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② ♣❧❛s♠♦♥ ♣❡❛❦s✳ P❧❛s♠♦♥s ❛r❡ q✉❛♥t❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✐s
ωp = ~
√
ne2
m∗ε0
✭✹✳✶✷✵✮
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ e t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ m∗ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ε0 t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❯s✉✲
❛❧❧②✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛s♠♦♥ ♣❡❛❦s ❧✐❡ ❤✐❣❤ ✐♥ ❡♥❡r❣② ≈ 20 ❡❱✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ W ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛s♠♦♥✲♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐t ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ▲✳ ❍❡❞✐♥ ❬✶✺✷❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
ε−1 r❡❛❞s
ε−1
●,●′
(q, ω) = δ●,●′ +
Ω2
●,●′
ω2 − (ω˜●,●′ − iη)2
✭✹✳✶✷✶✮
✇❤❡r❡ Ω2
●,●′ ❛♥❞ ω˜●,●′ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥❞ η ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✲
✐♠❛❧ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t t✐♠❡✲♦r❞❡r✐♥❣✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤
(q,●,●′) t♦ ❡✈❛❧✉t❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✿
• ●♦❞❜② ❛♥❞ ◆❡❡❞s ❬✶✽✺❪✿ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t
ω = 0 ❛♥❞ ❛t s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❤❛✈❡s
s♠♦♦t❤❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❡❛s✐❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ Ω●,●′ ❛♥❞ ω˜●,●′ ✳
• ❍②❜❡rts❡♥ ❛♥❞ ▲♦✉✐❡ ❬✶✹✵❪✿ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ε−1 ❛t ω = 0 ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡s
t❤❡ ❢✲s✉♠ r✉❧❡∫
dωω■♠ε−1
●,●′
(q, ω) = −π
2
ω2p
(q+●) · (q+●′)
|q+●|2
ρ(●−●′)
ρ(0)
✭✹✳✶✷✷✮
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✾✸
✇❤❡r❡ ρ(●) ✐s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ω2
●,●′
❛♥❞ ω˜●,●′ ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦✇❛r❞❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❛s
Ω2●,●′(q) = ω
2
p
(q+●) · (q+●′)
|q+●|2
ρ(●−●′)
ρ(0)
, ✭✹✳✶✷✸✮
ω˜●,●′ =
Ω2
●,●′
δ●,●′ − ε−1●,●′(q, ω = 0)
. ✭✹✳✶✷✹✮
❲❤✐❧❡ t❤❡ ●♦❞❜② ❛♥❞ ◆❡❡❞s ♠♦❞❡❧ ♣r✐✈✐❧❡❣❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❍②❜❡rts❡♥ ❛♥❞ ▲♦✉✐❡
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✈♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
• ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ❍▲ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡✱ ✈♦♥ ❞❡r ▲✐♥✲
❞❡♥ ❛♥❞ ❍♦rs❝❤ ❬✶✽✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✲s✉♠ r✉❧❡ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧✲
❡♠❡♥ts ♦❢ ε●,●′ ✳ ❊♥❣❡❧ ❛♥❞ ❋❛r✐❞ ❬✶✽✼❪ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ✈♦♥ ❞❡r
▲✐♥❞❡♥ ❛♥❞ ❍♦rs❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s ♣❧❛s♠♦♥
♣♦❧❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ●,●′✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✈❛❧✉❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❤❛❧t❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✽❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s✲
♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜❛♥❞ ♦✛s❡t ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✐✴❙✐❖2 ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡
s❤✐❢ts ∆Ev,c ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ●♦❞❜② ❛♥❞ ◆❡❡❞s ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❢✉❧❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t❤❡ ●♦❞❜②
❛♥❞ ◆❡❡❞s ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❊q✳ ✭✸✳✻✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t
❢♦r Σc ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❈❛✉❝❤②✬s r❡s✐❞✉❡ t❤❡♦r❡♠
〈i|Σc|i〉 = 2π
V
∑
j
∑
●,●′
ρ˜∗ij(q+●
′)ρ˜ij(q+●
′)
|q+●′|2
× Ω
2
●,●′
ω˜●,●′
[
θ(µ− ǫj)
ω + ω˜●,●′ − ǫj − iη
+
θ(ǫj − µ)
ω − ω˜●,●′ − ǫj + iη
]
✭✹✳✶✷✺✮
❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σc ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❛❜♦✈❡ ✭ω < µ✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s
✭ω > µ✮ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤
✾✹ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
✐s 2ω˜✳ ❚❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ❛s Nb × N❦ × N2● ✇❤❡r❡ Nb ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❛♥❞s✱ N❦ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ N● t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ● ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Σc ♥♦t ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞
st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r②
s❧♦✇ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② r❡❝❡♥t r❡♣♦rts ❬✶✺✾❪✿ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢
GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡✛♦rts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ❬✶✽✾✱ ✺❪✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ GW ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✶✾✮✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧
✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ W ❬✶✾✵❪✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❣✐✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠ ❬✶✽✵❪✳
❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥✲♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ❡①✐st ❬✶✻✵✱ ✶✾✶❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♦♥❡✿
t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✾✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ r❡s✐❞✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss Σc ❛s
Σc(ω) =
i
2π
[
2iπ
∑
p∈♣♦❧❡s ♦❢ ● ♦r ❲
lim
z→zp
G(z)Wp(z)(z − zp)
−
∫ +i∞
−i∞
dω′G(ω + ω′)Wp(ω
′)
] ✭✹✳✶✷✻✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✻✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✳ ■t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦♥t♦✉r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳ ❆s
s❤♦✇♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ G ❛♥❞ W ❜❡❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧
❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❡s
♦❢ ❜♦t❤ G ❛♥❞ W ✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❛t❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❖♥❧② s♦♠❡ ♣♦❧❡s ♦❢ G ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❛t❤✿
• ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲r✐❣❤t q✉❛❞r❛♥t✱ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ǫi > ω✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞
st❛t❡s ✭✐✳❡✳ µ > ǫi✮ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✾✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥W ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥t❡❣r❛❧
✭❛rr♦✇s✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❬✶✹✽❪
• ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❧❡❢t q✉❛❞r❛♥t✱ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ǫi < ω✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞
st❛t❡s ✭✐✳❡✳ µ < ǫi✮ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳
■❢ ♦♥❡ tr❛♥s❧❛t❡s ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ θ✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✻✮
∑
p
=
∑
i
[θ(µ− ǫi) θ(ǫi − ω) + θ(ω − ǫi)θ(ǫi − µ)]
×Wp(ǫi − ω + iηs✐❣♥(ǫi − µ)) .
✭✹✳✶✷✼✮
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢✉❧❧②
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✶✾✶❪ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❬✶✹✽❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ G ✐s
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ W ✐s r❛t❤❡r s♠♦♦t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✳
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ε−1 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②
❛①✐s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❝❛❧❡s
❛s N2● × Nb × N❦ × Nωl ✱ ✇❤❡r❡ Nωl ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛s♠♦♥✲♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳
✾✻ ✹✳ ▼❛♥② ❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②
❙❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t②♣✐❝❛❧❧② t❡♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
Σ●,●′ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✇❛✈❡ ❜❛s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❤❡r♠✐t✐❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② Σ ❛♥❞ ❛ ❜❛s✐s s❡t ♦❢ ▲❉❆ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆s t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲❉❆ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s |ΨQP❦,i 〉 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
|ΨQP❦,i 〉 =
∑
j
c❦,ij|ΨLDA❦,j 〉 ✭✹✳✶✷✽✮
✇❤❡r❡ c❦,ij ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c❦,ij = 〈ΨQP❦,i |ΨLDA❦,j 〉✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥
❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛tr✐① 〈i|Σ|j〉 ✐♥ t❤❡ ▲❉❆ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆s Σ ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① c
✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥✐t❛r② s✉❝❤ ❛s tc · c = 1✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛
s✐♠✐❧❛r ❜❛s✐s ❛t ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥♥❡❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐t❡r❛t✐♦♥
l t♦ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ l + 1
|ΨQP(l+1)❦,i 〉 =
∑
j
cl❦,ij|ΨQP(l)❦,j 〉 ✭✹✳✶✷✾✮
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❜❛s✐s s❡t ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ c = cn · cn−1...c1✳
❆ q✉❡st✐♦♥ ♠❛② ❛r✐s❡s✿ ❤♦✇ ❣♦♦❞ ✐s t❤❡ ▲❉❆ ❜❛s✐s ❄ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ st✉❞✲
✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✉❝❤ ❜❛s✐s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✹✽❪✳ ❍❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉❋❚ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s✿ ❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❉❆ ♦♥❡s✳ ◗P ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥
❡①♣❛♥❞ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▲❉❆ ❜❛s✐s s❡ts✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❡①♣❛♥❞ ◗P ♦♥❡s t♦♦✳ ❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❉❆ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✶✺✺✱ ✶✹✽❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❜❛s✐s s❡t
✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜❛s✐s s❡t✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ◗P ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡♥s✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ▲❉❆ ♦♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✐♠♣♦rt❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛✈❡
✹✳✺ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✾✼
❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧
❡rr♦rs ❜❧♦✇✐♥❣ ✉♣ ♦r ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥
l ρlin ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ l − 1
ρlin = αρ
l−1
out + (1− α)ρl−1in ✭✹✳✶✸✵✮
✇❤❡r❡ ρin ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ✐❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❞❛♠♣❡❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
ρout ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝✲
t✐❝❡✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❜❡❧♦✇ ✵✳✻ ✉s✉❛❧❧② ②✐❡❧❞s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛♠♣✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✶✹✽❪✳ ■♥ s♦♠❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ α t♦ ✵✳✷ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❬✶✽✵❪✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ▼❛♥②✲❇♦❞② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ GW ✳ ❚❤❡ ♠♦st
t✐♠❡✲ ❛♥❞ r❡ss♦✉r❝❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
♣❧❛s♠♦♥✲♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ▲❉❆ ❜❛s✐s s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦❧♦❛❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ●❲ r❡s✉❧ts ❢♦r ❩♥❖ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♦❢ GW ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ■♥✲❜❛s❡❞
❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✉s✐♥❣ ❉❋❚✱ ❍②❜r✐❞s ❛♥❞ GW t❡❝❤♥✐❝s✳

❈❤❛♣t❡r ✺
❘❡s✉❧ts
✺✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s ♦❢ G0W0 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❑❙ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s
❤❛s ❜❡❡♥ q✉❡st✐♦♥❡❞✳ ❍②❜❡rts❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✹❪ ❢♦✉♥❞ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
▲❉❆ ❛♥❞ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❙✐✳ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ●❲ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ●❲ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❬✶✺✺❪ ❢♦r ❙✐✱ ❆r ❛♥❞ ❆❧✳ ❚❤❡✐r ❛♥❛❧✲
②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛✇❛② ❢r♦♠ ❤✐❣❤ s②♠♠❡tr② ❦✲♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❉❋❚ ❛♥❞ ◗P ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✈❡♥ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ sp ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❧❡❢t
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇ ❜❛❞ ✐s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ d ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❉❋❚ ❄ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞
❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❱❛♥ ❙❝❤✐❧❢❣❛❛r❞❡ ❡t ❛❧✳
str❡ss❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❈❡❖2✱❙❝◆ ♦r ❙r❚✐❖3 ❬✶✾✷✱ ✶✾✸❪✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❡t ❛❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ✸ t♦ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ ✭③❜✮ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❩♥❖✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t
❜❛♥❞❣❛♣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❞✉❡ t♦
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦①✐❞❡ ✭❚❈❖✮ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❯♥❞❡r ❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❩♥❖ ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥ t❤❡ ✇✉rt③✐t❡ ✭✇③✮
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇③ ♣❤❛s❡ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ③❜✲❩♥❖ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣♦♦❞ t♦② ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❢♦r ❈■❙ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❡❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❩♥❖ ♣r❡s❡♥ts str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t②
✇✐t❤ ❈■❙✿ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ 3d ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ pd
r❡♣✉❧s✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥ ❉❋❚✳
❋✐rst✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆s st❛t❡❞
✾✾
✶✵✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❩♥❖ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s②♥t❤❡t✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ✇✉rt③✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❆t t❤❡
❉❋❚ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❩♥ 3d st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ✇✉rt③✐t❡ ❛♥❞ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ ♣❤❛s❡s✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡
♣❤❛s❡ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r 3d st❛t❡s t❤❛♥ t❤❡ ✇✉rt③✐t❡ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ 3d ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❆s t❤❡s❡
t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t♦♦ ❧♦✇ ✐♥ ❉❋❚✱ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❜✐♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 3d st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡
♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✾✹❪ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❩♥❖ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ①✲r❛② ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✿ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s
♦❢ t❤❡ ❩♥ 3d ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✽✳✽ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳
❘❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❯❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡
r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ 3d ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✐❣❤t
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭≈ −7.5 eV✮ ❬✶✾✻✱
✶✾✼✱ ✶✾✽❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛♥②✿
• ❙❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t✿ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
• ❈❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts✿ ●♦♦❞ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❣❡t ❝❤❛r❣❡❞ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤✐s ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
• ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✿ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦
❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧s ♥♦r♠❛❧❧② ❛❣r❡❡✱ ❛ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝❛♥
✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❡❱✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
❉❋❚✲▲❉❆✳ ❚❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛ ❝❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t Γ ❛♥❞ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜②
❖ 2p ✭✻✼%✮ ❛♥❞ ❩♥ 3d ✭✸✷%✮ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧s♦
♦❝❝✉rs ❛t Γ ❛♥❞ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② s ♦r❜✐t❛❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝❛t✐♦♥✐❝
s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❉❋❚ ❜❛♥❞❣❛♣ ✭✵✳✺ ❡❱✮ ✐s s❡✈❡r❡❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜✉t ❝♦♠♣❛r❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✾✾❪✳ ❖♥❡
s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡♠✐❝♦r❡s ♠✐❣❤t ❞❡✲
❝r❡❛s❡ s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✭∼ ✵✳✶
❡❱✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s
♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t✇♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦s ❛t ✹
❡❱ ❛♥❞ ✻ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❱❇▼✳ ❚❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ s❤❛❧❧♦✇ ❝♦r❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❩♥
✺✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✶✵✶
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DOS
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❩♥❖ ❜❛♥❞str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ▲❉❆ ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳
3d✳ Γ12d ✐s ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣✉r❡❧② eg st❛t❡s ✇❤✐❧❡ Γ15d ✐s
tr✐♣❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t2g ✭✽✸%✮ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❖ 2p st❛t❡s ✭✶✼%✮✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❉❋❚ ♣r❡s❡♥t ❧❛r❣❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✺✳✶✮✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ●0❲0 ✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ✭✐✮ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ❜② ✶✳✺ ❡❱ ❛♥❞ ✐♥ ✭✐✐✮ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❩♥ 3d st❛t❡s✳ ❙t✐❧❧✱
❜♦t❤ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❞✐s❛❣r❡❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❙②♠♠❡tr② ❉❋❚✲▲❉❆ ●0❲0 s❝✲❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ◗❙●❲ ❊①♣t✳
Γ1c ✵✳✺ ✷✳✵✾ ✸✳✾✾ ✸✳✽ 3.6
Γ15v ✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵ ✵✳✵
Γ12d ✲✹✳✹ ✲✺✳✽ ✲✻✳✾ ✲✻✳✻ ✲✼✳✺
Γ15d ✲✺✳✻ ✲✻✳✻ ✲✼✳✽ ✲✼✳✹
Γ1v ✲✶✼✳✺ ✲✶✼✳✼ ✲✶✾✳✷ ✲✶✾✳✵ ✲✷✵✳✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ③❜✲❩♥❖ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s✿ ❉❋❚✲▲❉❆✱ G0W0✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❛♥❞ ◗❙●❲ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ✇✉rt③✐t❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢ ❬✶✾✹✱ ✶✾✻❪
✶✵✷ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t 3d ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✵✵❪✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰●0❲0✳ ❚❤❡
❜❛♥❞❣❛♣s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❩♥ 3d st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
●0❲0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ❛♥❞ ◗❙●❲ ②✐❡❧❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts
❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✼✾❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡ ♦✉r ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✾✷❪ ❛♥❞
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡✲✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❩♥❖✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛✛❡❝t ♦✉r r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
G ❛♥❞ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ W ❜✉t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✜①❡❞ ✭❚❛❜✳ ✺✳✷✮✳ ❖♥❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❜❛♥❞❣❛♣ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ 3d st❛t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❢✉❧❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❩♥ 3d st❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜②
✵✳✸ ❡❱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 3d st❛t❡s
✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤
❡♥t❡r t❤❡ ◗P ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ❍❛rtr❡❡ ❤❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ 〈HHartree〉✱ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② 〈Σx〉 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❈❖❍❙❊❳ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② 〈Σc〉✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦r♠❡r t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✬s ✇♦r❦ ❬✶✹✽❪ ❢♦r ❈✉2❖ ❛♥❞
t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♦❝❝✉r
✉♥❞❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ 〈HHartree〉 ❛♥❞ 〈Σx〉
s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ♠♦st❧② ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥♥♦❝✉✐t② ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦♣ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ Γ12v✳
❙②♠♠❡tr② s❝✲❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ✭❊✮ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ✭❲❋ ❛♥❞ ❊✮
Γ1c ✹✳✺✺ ✸✳✾✾
Γ15v ✵✳✵ ✵✳✵
Γ12d ✲✻✳✼ ✲✻✳✾
Γ15d ✲✼✳✸ ✲✼✳✽
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❇❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿
♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧② ❛♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳
✺✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✶✵✸
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❝✲❈❖❍❙❊❳ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ 〈Σx〉 ✐s ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ 〈HHartree〉✿
✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✱ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t ♦❢ ✵✳✽ ❡❱ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ♠❛✐♥❧② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❉❡s♣✐t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❛❧② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ d ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ Γ12v✱ ❝❤❛♥❣❡s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ s②♠♠❡tr② ❦✲♣♦✐♥ts✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❛ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❈■❙
✇❤❡r❡ t❤❡ ❱❇▼ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ d st❛t❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●0❲0 ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥ ❲0✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❩♥ 3d st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥
str♦♥❣❡r✿ ❚❛❜✳ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❤❛♥❣❡ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹
❡❱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❙②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s s❡❡♠s t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡
❛s t❤❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r t2g st❛t❡s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡2g✳ ❚❤❡
d st❛t❡s ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡❞ ◗P✲✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❖♥❡ ♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❡♠s t♦
❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❥✉st ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t
♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱〈HHartree〉+ 〈Σx〉 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
◗P ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡❱ ❛♥❞
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❜② 〈Σc〉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥❛t✲
✉r❛❧❧② s❤✐❢t❡❞ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ●0❲0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
♦♥❡ ♠✐❣❤t q✉❡st✐♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ d ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡
s❝❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ✭❊✮ s❝❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ✭❲❋&❊✮
❙②♠♠❡tr② 〈HHartree〉 〈Σx〉 〈Σc〉 〈HHartree〉 〈Σx〉 〈Σc〉
Γ1c ✶✾✳✸ ✲✾✳✸ ✲✹✳✶ ✶✽✳✾ ✲✼✳✻ ✲✹✳✹
Γ15v ✸✶✳✺ ✲✸✷✳✵ ✲✵✳✷✺ ✸✵✳✺ ✲✷✾✳✷ ✲✵✳✷✺
Γ12d ✸✼✳✼ ✲✹✽✳✵ ✷✳✷ ✹✵✳✺ ✲✹✾✳✵ ✶✳✾
Γ15d ✸✶✳✵ ✲✹✶✳✸ ✷✳✵ ✸✻✳✺ ✲✹✺✳✽ ✷✳✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❈❖❍❙❊❳ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
❈❖❍❙❊❳ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ♦r ▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳ ❡♥❡r❣✐❡s
✶✵✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
Γ15v ✐♥ s❝✲❈❖❍❙❊❳ ❛♥❞ ✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
∆ρ =
∑
α=(❦,i)
(∣∣ψGWα ∣∣2 − ∣∣ψDFTα ∣∣2) ✭✺✳✶✮
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✲▲❉❆✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳ r❡♠♦✈❡s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❡✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ③✐♥❝ s✐t❡ t♦ ❛❞❞ ✐t ✐♥ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥
s✐t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞✐③❡❞ st❛t❡ Γ15v ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r ❖ 2p ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ s❝✲
❈❖❍❙❊❳ t❤❛♥ ✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❇▼ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▲❉❆✲❜❛s✐s s❡t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t ❞❡❡♣ ❩♥ 3d
❉❋❚✲▲❉❆ st❛t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞✲
♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❩♥ 3d st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇▼ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣r♦①✐♠✐t②
♦❢ ❖ 2p st❛t❡s ❛♥❞ Γ15d✱ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 3d ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❉❋❚✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳ ❛❧s♦ ❝✉r❡s
t❤❡ Γ15d ❛♥❞ Γ12d st❛t❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ✶✿ r❡♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
✇❡✐❣❤t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❖ s✐t❡✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❛❧♠♦st ♣✉r❡ ❩♥ 3d ❝❤❛r✲
❛❝t❡r ❢♦r Γ15d✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡
• s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❛♥❞ ◗❙●❲ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡❞✐❝t ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞
❜❛♥❞❣❛♣s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
• ❲❤❡♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❉❋❚ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❜❛❞✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡❝♦♠❡s
♥❡❝❡ss❛r②✳
• ▲❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ s②♠♠❡tr②
❦✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
✺✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ ❈■❙
❚❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts str✉❝t✉r❡ ✈✐❛ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✷✳ ❚❤❡ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥
❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡♥❡r❣②
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧♠❛♥♥✲❋❡②♥♠❛♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❉❋❚✲▲❉❆ ♦r ●●❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ②✐❡❧❞
✶❙❝❤rö❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶❪ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❛❞♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❩♥ 3d ✇✐t❤ ❖ 2p st❛t❡s ✇✐t❤✐♥
❉❋❚✲▲❉❆✳
✺✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈■❙ ✶✵✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✿ ✭❛✮ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t Γ15v
✭❱❇▼✮ ✭❜✮ ■s♦s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t Γ15v ✭❱❇▼✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ✵✳✹ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❇❧✉❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s
❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ r❡❞ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣❡♥t❛
❜❛❧❧s r❡♣r❡s❡♥t ③✐♥❝ ❛t♦♠ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❜❛❧❧s r❡♣r❡s❡♥t ♦①②❣❡♥ ♦♥❡s✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t Γ15v ✐♥ t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆ ❜❛s✐s s❡t✳
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r sp ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❆s st❛t❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦♥❞s ✐♥ ❈■❙✱ ♥❛♠❡❧② ❈✉✲✭❙✱❙❡✮ ❛♥❞
■♥✲✭❙✱❙❡✮✱ ✇❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✳ ❇♦♥❞✐♥❣
♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛t♦♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ ❈■❙✱ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ❛r❡ ❤②❜r✐❞✐③❡❞
st❛t❡s ♦❢ ✭❈✉✱ ■♥✮ ✇✐t❤ ✭❙✱ ❙❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉✲✭❙✱ ❙❡✮✱ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s
r❡❛❧✐③❡❞ ❞✉❡ t♦ ❈✉ 3d✲✭❙✱ ❙❡✮p ❤②❜r✐❞✐③❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ■♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ r❛t❤❡r ✉♥❝❧❡❛r ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥✿ ■♥ 4d✲✭❙✱ ❙❡✮s ❛♥❞ ■♥ 5s✲✭❙✱ ❙❡✮p✳ ❏❛✛❡
❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ❢❛✈♦r❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡② ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡
r❛t❤❡r ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✭❙✱ ❙❡✮s t♦✇❛r❞s t❤❡ ■♥❞✐✉♠ ❛t♦♠✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t
✶✵✻ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❈✉✲❙❡ ❜♦♥❞ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡
■♥✲❙❡ ❜♦♥❞ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❙♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ s♣❤❡r❡ r❡❢❡rs t♦ ❈✉✱ ❧✐❣❤t ❣r❡② ♦♥❡s r❡❢❡r
t♦ ❙❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ t♦ ■♥✳
r❡♣♦rts ❬✷✵✷❪ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s t❤♦✉❣❤✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s ❈✉ 3d ❛♥❞ ■♥ 4d ✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞✲
✐♥❣ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❉❋❚ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ ❈✉✲✭❙✱❙❡✮ ❛♥❞ ■♥✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❉❋❚✲●●❆✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❜♦♥❞s ❛r❡ r❛t❤❡r ✐♦♥✐❝ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
❞❡♥s✐t② ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥✐♦♥ s✐t❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ■♥✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♦♥✐❝ t❤❛♥ ❈✉✲✭❙✱❙❡✮ ❜❡❝❛✉s❡ dIn−(S,Se)max > d
Cu−(S,Se)
max ✇❤❡r❡ d
X−(S,Se)
max
✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ ❳✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❳✳ ❍✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡❞ t♦ ❈✉ ❛♥❞ ■♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ d
st❛t❡s ❛♥❞ s❡❡♠ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳
❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❛♥❞ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ η ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❉❋❚ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆✿
✺✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈■❙ ✶✵✼
●●❆ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❧❡ ▲❉❆ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ u ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❉❋❚✿ ●●❆ ❣✐✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r
u t❤❛♥ ▲❉❆ ❜✉t ✐t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✿ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ■♥✲✭❙✱❙❡✮
❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✷✳✷% ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡ ♦❢ ❛♥✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✼% ✐❢ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❬✷✵✸❪✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ u ♦♥ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣✿
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ u r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ❈✉✲❙
❜♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❈✉ 3d ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱
♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❈✉ 3d ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s
♠❛② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ r❡❧❛① t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❋❚
✇❤❡♥ tr❡❛t✐♥❣ ❈✉ 3d st❛t❡s✿ ●●❆✰❯ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❋♦r ●●❆✰❯✱
✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❯ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❈■❙ ❬✸✹❪✱ ❯≈ 6 eV✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✲
t✐❝❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ▲❉❆✰❯
♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❍❙❊✵✻ ♣r❡❞✐❝ts a ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ✶%✳ ❚❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥
t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ▲❉❆✰❯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s u ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚ ✇❤✐❧❡ ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s r❡❛❝❤ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❆ ❧❛r❣❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❈✉■♥❙❡2 s❤♦✇s t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s ❉❋❚ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❈■❙ ❬✷✶✶✱ ✷✶✷✱ ✷✶✸✱ ✷✶✹❪ s❡❡♠ t♦ ❢❛✐❧ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❧♦❝❛❧ ♦r s❡♠✐ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭P❇❊✵✱ ❍❙❊✵✻ ♦r ❇✸▲❨P✮ ❞✐s♣❧❛②
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❧♦s❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❜♦t✲
t♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❤②❜r✐❞s ❛♥❞
▲❉❆ ●●❆ ●●❆✰❯ ❍❙❊✵✻ ❊①♣t✳
a ✺✳✹✸ ✺✳✺✽ ✺✳✺✼✺ ✺✳✺✹✺ ✺✳✺✷
❈✉■♥❙2 η ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✸ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✻
u ✵✳✷✶✻ ✵✳✷✷✵ ✵✳✷✷✸ ✵✳✷✷✾ ✵✳✷✸✵
a ✺✳✼✵ ✺✳✾✼ ✺✳✾✼ ✺✳✽✶✼ ✺✳✼✽✹
❈✉■♥❙❡2 η ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✹
u ✵✳✷✶✻ ✵✳✷✶✽ ✵✳✷✷✷ ✵✳✷✷✼ ✵✳✷✸✺
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2 ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳
✶✵✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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LDA/GGA
Hybrid
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❍✐st♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ❢♦r
❈✉■♥❙❡2 ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ❬✷✵✸✱ ✷✵✹✱ ✷✵✺✱ ✷✵✻✱ ✷✵✼✱ ✷✵✽✱ ✷✵✾✱ ✷✶✵❪ ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✷✮ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭❜♦t✲
t♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ r❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ▲❉❆✴●●❆ ❉❋❚
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✶✶✱ ✷✶✷✱ ✷✶✸✱ ✷✶✹❪ ✇❤✐❧❡ ♠❛❣❡♥t❛ ♦♥❡ t♦ ❍②❜r✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✭❍❙❊✵✻✱P❇❊✵ ❛♥❞ ❇✸▲❨P✮ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ❧❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s ρHSE06 − ρGGA ❛❧♦♥❣ t❤❡
❈✉✲❙ ❜♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ■♥✲❙ ❜♦♥❞ ❢♦r ✈❛❧✉❡ ♦❢ u = uGGA✳ ❍❙❊✵✻ ❛❝ts s✐♠✐❧❛r❧②
❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❜♦♥❞s✿ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛t ♠✐❞✲❜♦♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✳
■♥✈❡rs❡❧②✱ ❍❙❊✵✻ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥ s✐t❡ t♦✲
✇❛r❞s ♠✐❞✲❜♦♥❞✳ ❚❤❡ ■♥✲❙ ❜♦♥❞ s❡❡♠s t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈✉✲❙ ❜♦♥❞✳
■♥ t❤❡ ●●❆✰❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❯ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈✉
3d ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●●❆✰❯ t♦ ■♥ 4d ❡❧❡❝tr♦♥s✷ ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❡♠❡t❡rs ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ✶%✲❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭a = 5.52 ➴ ❢♦r ❈✉■♥❙2 ❛♥❞ a = 5.818 ➴ ❢♦r ❈✉■♥❙❡2✮✱
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❍❙❊✵✻✳ ❚❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ✐s ❛❧s♦
❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❍✉❜❜❛r❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ■♥ 4d st❛t❡s✿
u = 0.231 ❢♦r ❈✉■♥❙2 ❛♥❞ u = 0.228 ❢♦r ❈✉■♥❙❡2✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ■♥ 4d st❛t❡s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❦❡② ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r u✳
✷❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❯d = 7 eV ❢♦r ■♥ 4d ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷✶✺❪
✺✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈■❙ ✶✵✾
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●●❆ ❛♥❞
✇✐t❤✐♥ ❍❙❊✵✻ ❛t u = uGGA ❛❧♦♥❣ ❈✉✲❙ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ■♥✲❙ ❜♦♥❞✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳
❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜❧❛❝❦ s♣❤❡r❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❈✉ ❛t♦♠✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✇❤✐t❡ s♣❤❡r❡ t♦ t❤❡
■♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣r❡② s♣❤❡r❡s t♦ t❤❡ ❙ ❛t♦♠s✳
■t ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ■♥ 4d ❛♥❞ ✭❙✱ ❙❡✮ s st❛t❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ■♥✲❙ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ●●❆✰❯ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❤❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② st❛♥❞❛r❞ ●●❆
❛s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ❈✉ 3d ❛♥❞ ■♥ 4d st❛t❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s str✉❝t✉r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❍❙❊✵✻ ❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡
• ❇♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ❈■❙ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉ 3d ❛♥❞ ✭❙✱ ❙❡✮ p st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❈✉✲✭❙✱
❙❡✮ ❜♦♥❞ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥ 4d ❛♥❞ ✭❙✱ ❙❡✮ s ❢♦r t❤❡ ■♥✲✭❙✱ ❙❡✮ ❜♦♥❞✳
• Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ 3d ❛♥❞ ■♥ 4d st❛t❡s✳
• ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝✉r❡ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧✐③❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❈✉ 3d ❛♥❞ ■♥ 4d st❛t❡s ②✐❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ✐♥
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳
✶✶✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉
3d ❛♥❞ ✭❙✱ ❙❡✮ p st❛t❡s ✐♥ ❈■❙✳
✺✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2
❆s ❛ t❡r♥❛r② ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❈■❙ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡t ✉s
✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉ 3d st❛t❡s ❛♥❞ ❛♥✐♦♥ p st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜✈❡❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ 3d
st❛t❡s ♦❢ ❝♦♣♣❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ t❤r❡❡❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ Γ15✭❞✮ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥t♦ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ Γ12✭❞✮ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ Γ15✭❞✮ st❛t❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❧♦❜❡s ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛♥✐♦♥s ✇❤✐❧❡ Γ12✭❞✮ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❧♦❜❡s
♣♦✐♥t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Γ15✭❞✮ ❝❛♥ ❤②❜r✐❞✐③❡
✇✐t❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr② t♦ ❢♦r♠ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ ❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣
st❛t❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳
❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ❜② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t❤❛t t❤❡s❡ st❛t❡s ✇✐❧❧ r❡♣❡❧ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ str❡♥❣t❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ |〈p|V |d〉|
2
∆ǫpd
✇❤❡r❡ 〈p|V |d〉 ✐s t❤❡ ♣✲❞ r❡✲
♣✉❧s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ∆ǫpd t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Γ15✭♣✮ ❛♥❞
Γ15✭❞✮✱ ∆ǫpd = Γ15(p) − Γ15(d)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ ∆ǫpd ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙✱ t❤❡ ❱❇▼ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✿ t❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ ■✲■■■✲❱■ t❡r♥❛r② ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s ❬✷✶✻❪✳✸ ■t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜② t❤❡ ♣✲❞ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦❢t❡♥ r❡❢❡r❡❞ ❛s
t❤❡ d✲♦r❜✐t❛❧ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ∆Edg ❛♥❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❡✛❡❝ts ∆E
S
g
st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ♦r t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥
✸❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥♦♠❛❧② ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■✲■■■✲❱■ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❜✐♥❛r② ✐s♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳
✺✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2 ✶✶✶
0
1
2
3
D
en
sit
y 
of
 st
at
es
 [a
.u.
]
Total
0
5
Cu 4p ×10
3d
0
5
10
15 In 5s ×10 
5p ×10
4d
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4
ω [eV]
0
0.5
1
1.5 S 3s
3p
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s
✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✮ ♦❢ ❈✉■♥❙2✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ d st❛t❡s✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s t♦ p st❛t❡s
❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s t♦ s st❛t❡s✳ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛t ✵ ❡❱✳
η ❬✶❪✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ❞♦♠✐✲
♥❛t❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❈✉ 3d✱ ✭❙✱❙❡✮ p✱ ❈✉ 3d✲✭❙✱❙❡✮p ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❞♦✇♥ t♦
✷✵ ❡❱✮ ♠❛✐♥❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ■♥✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✱ ♣✉r❡ ■♥ ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮
st❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ st❛t❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ❛❧s♦ r❡❢❡r❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞
❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l✳ ❚❤❡ l✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s
♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ α r❡❛❞s
P❉❖❙α,l(ω) =
∑
❦i,i
∑
m
∫
r∈V
drYl,m(θ, φ)ψ
∗
❦i,i
(r)× δ(ω − ǫ❦i,i) ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ ❱ ✐s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❛r♦✉♥❞ ❛t♦♠ α ❛♥❞ Yl,m ❛r❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s
✇✐t❤ {θ, φ} t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤
❛t♦♠s ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣②
r❛♥❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
❉❋❚✲●●❆✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳
❉♦✇♥ t♦ ✻ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
✶✶✷ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❜② ❈✉ ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ st❛t❡s✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ♣❡❛❦ ❛t ✷ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧
♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❈✉ 3d st❛t❡s✳ ❆ s♠❛❧❧ ❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ ♦❢ ✶ ❡❱ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡
♥♦♥ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ ❈✉ 3d ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ ❙ 3p ✭♦r ❙❡
4p✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ♠❛❥♦r ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s t❤✐s ❣❛♣ ✐s ♥♦t
♣r❡s❡♥t ✐♥ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✶✼❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ω = −6.5 eV
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ■♥ p✲✭❙✱ ❙❡✮ s✳ ❆t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✱ t✇♦
str✉❝t✉r❡s ❞♦♠✐♥❛t❡✱ t❤❡ ❛♥✐♦♥ s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✶✸ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ t❤❡ ■♥ 4d ❡❧❡❝tr♦♥s ✶✺ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ s♦♠❡
❛❞♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥ 4d ❛♥❞ ❙ 3p ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❜♦✉t ❜♦♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥ 4d ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ s st❛t❡s✳ ❚❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥ 4d st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✺✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●●❆✰❯ ❛♥❞
❍❙❊✵✻✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ ❉❖❙✳ ●●❆✰❯ ❣✐✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts t❤❛♥ ●●❆✿ t❤❡
❍✉❜❜❛r❞ t❡r♠ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈✉ 3d st❛t❡s ♣✉s❤❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s
❞♦✇♥✇❛r❞s✱ ✜❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♣♣❡r ✈❛❧❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦✇ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜✐♥❞✲
✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ st❛t❡s ❧②✐♥❣ ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡♥❡❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ●●❆✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❡❛s✐❧② ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ●●❆✰❯ ♦♥❧②
❛❝ts ♦♥ ❈✉ 3d✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ●●❆
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❞✐ss②♠❡tr✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉ 3d st❛t❡s ❛♥❞ st❛t❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr② ♦r ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥♦♥
♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ❤②❜r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ✭❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❈■❙✮✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❍❙❊✵✻ ✐♠♣r♦✈❡s ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✿ ✜rst✱ t❤❡
❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤✐❧❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ●●❆✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ●●❆ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✭❙✱❙❡✮s ❛♥❞ ■♥ 4d st❛t❡s t❤❛t
❧✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ✇♦rs❡♥s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ✭❙✱❙❡✮s ✇❤✐❧❡ ✐t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ■♥ 4d✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡
●●❆ ●●❆✰❯ ❍❙❊✵✻ ❊①♣t✳ ❬✷✶✽✱ ✷✶✾❪
Eg ✲✵✳✵✷ ✵✳✻ ✶✳✸ ✶✳✺✹
■♥✲❙ ✻✳✸ ✺✳✾ ✻✳✼ ✻✳✾
❙ 3s ❜❛♥❞ ✶✷✳✺ ✶✷✳✷ ✶✸✳✻ ✶✸✳✵
■♥ 4d ❜❛♥❞ ✶✹✳✾ ✶✹✳✺ ✶✻✳✹ ✶✽✳✷
❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉■♥❙2
✭❡❱✮✳
✺✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2 ✶✶✸
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HSE06
Expt.
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚✲▲❉❆ ✭t♦♣
♣❛♥❡❧✮✱ ●●❆✰❯ ✭♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ❍❙❊✵✻ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ❘❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
✇✐t❤ r❡❞ ❝r♦ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✶✼❪✳ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧
✐s ❛t ✵ ❡❱✳
❧❛tt❡r ❧✐❡s st✐❧❧ ✷ ❡❱ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ u
♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❈✉■♥❙2
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●●❆ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ u✱ ❦❡❡♣✐♥❣ a ❛♥❞ η ✜①❡❞✳
❙♦♠❡ st❛t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ u✿ t❤❡ ❜✐♥❞✲
✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ■♥✲❙ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ ■♥ 4d st❛t❡s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡
t❤♦s❡ ♦❢ ❙ 3s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ u✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞ ♠♦r❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■♥ 4d ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ s ♦r❜✐t❛❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ■♥ 5p ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ p✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ u ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ ✐s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣✲❞ r❡♣✉❧s✐♦♥ s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ P❛r❛❧❧❡❧②✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ u ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ t♦♦✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣♦❧②❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ ♦r t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ u ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
✶✶✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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u=u
relaxed
u=0.235
u=0.210
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❉❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❉❆ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ✐♥ ●●❆ ✭urelaxed =
0.219✮✱ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ t♦ u = 0.235 ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ t♦ u = 0.21
✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ ❜② ❈✉
3d ❛♥❞ ❙ 3p st❛t❡s ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ u ♦♥ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s s❤♦✇s t❤❛t u ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❈■❙✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡♦r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐s❛❣r❡❡s ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ②✐❡❧❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s
♦❢ u✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✈❡rs✉s u s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
• ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈■❙ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛♥②
t②♣❡s ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s✳
• ❚❤❡ t♦♣ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❈✉ 3d ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ p ❜♦♥❞✐♥❣/❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣/♥♦♥
❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳
• ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ■♥ ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮
st❛t❡s ♠❛✐♥❧②✳
• ❚❤❡ p − d r❡♣✉❧s✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥♦♠❛❧②✳
✺✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✶✶✺
✺✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r P❱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱ ❧❡t ✉s t✉r♥ t♦
✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✿ ♦♥❡
❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛t t❤❡ ❉❋❚ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✭●●❆✰❯ ♦r ❍②❜r✐❞✮
❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛t t❤❡ ●❲ ❧❡✈❡❧✳
✺✳✹✳✶ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ❛♥❞ ❍②✲
❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❉❋❚✲❑❙ ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣s ❛s ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❉❋❚ ✐s ❛ r❛t❤❡r
❝♦♠♠♦♥ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛♥② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❛
❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✐✛❡r❡♥t ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✿ ▲❉❆ ♦r
●●❆✱ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✉s P❆❲✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐❝♦r❡s ✭✸s ❛♥❞ ✸♣ ❢♦r ❈✉
❛♥❞ ✹s ❛♥❞ ✹♣ ❢♦r ■♥✮ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❉❋❚✲▲❉❆✴●●❆ ♣r❡❞✐❝ts ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❊g ✉♣♦♥ u✿ dEg/du ≈
13 eV ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s
❉❋❚✲❝♦rr❡❝t❡❞ ✹❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✷✵✱ ✶✱ ✷✶✻❪✳
■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ∆u = 0.02 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣
✇✐❧❧ ❜❡ ≈ 0.2 eV ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❈■❙✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❆❲ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s s❤✐❢ts r✐❣✐❞❧②
t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇❤✐❧❡ ●●❆ t❡♥❞s t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ t❤❡ ❣❛♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ▲❉❆✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t
♠♦❞✐❢② t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ u✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❜② ❉❋❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ■♥◆ ❬✷✷✶❪ ♦r ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s ♦❢ ❈✉2❙ ❬✷✷✷❪✳
❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p − d r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥ ❉❋❚ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉2❙ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✹■♥ ❬✷✷✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❝✐ss♦r ♦♣❡r❛t♦r t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✳ ❙✉❝❤
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❊g ✈❡rs✉s u✱ ♥♦t ✐ts s❧♦♣❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❬✶✱ ✷✶✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❝❛❧❡❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
●●❆ ●●❆✰❯ ❍❙❊✵✻ ●0❲0 s❝●❲
∂Eg
∂u
❬❡❱❪ ✶✸ ✶✼✳✼ ✷✵✳✻ ✶✺✳✵ ✸✼✳✽
❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❙❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s✲
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❉❋❚ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦r❡✲✈❛❧❡♥❝❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ u
✐♥t❡r❡st ❛s ✐ts ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s s❤♦✇s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❈■❙✿
• t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ 3d ❛♥❞
❙ 2p st❛t❡s✳
• ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛t ✸ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧
♦r✐❣✐♥❛t❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❈✉ 3d st❛t❡s✳
• ❛ ✶✳✺ ❡❱ ✇✐❞❡ ❤❡t❡r♦♣♦❧❛r ❣❛♣ s❡♣❛r❛t❡s t❤✐s ♣❡❛❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥ ❜♦♥❞✐♥❣
❙ 2p st❛t❡s ❛t ✹ ❡❱✳
• ✐♥ ❉❋❚✲❑❙✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❈✉ 4s st❛t❡s
❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❱❇▼✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❈■❙ ♦❝❝✉rs ❛t Γ✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❤②❜r✐❞✐③❡❞ st❛t❡s ❈✉ 3d ✭∼ 50%✮ ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮p✭∼ 50%✮✳ ■ts ❢♦r♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ♣❤❛s❡✿ t❤❡ tr✐♣❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ③✐♥❝ ❜❧❡♥❞❡ st❛t❡ Γv ✐s
s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ Γ5v ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ Γ4v✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Γ5v ❛♥❞ Γ4v ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧✲✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆CF✳ ❙♣✐♥✲♦r❜✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛② ❢✉rt❤❡r s♣❧✐t t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ Γ5v st❛t❡s✳
✺✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✶✶✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦t✲
t♦♠ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛t Γ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❢♦r u = 0.230✳ ■s♦s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡s✳
■♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ Γ ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❛♥❞ ❧②✐♥❣ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡❡ st❛t❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t Γ✳ ❚❤✐s ❜❛♥❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ■t ❤❛s ♠❛✐♥❧② ■♥
p ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ❛ r❛t❤❡r ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦♣ ✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤♦✉❣❤t
t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥t✐❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ ❈✉ 3d ❛♥❞ ✭❙✱❙❡✮ p✳ GW
r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ■♥ p ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ tr✉❡
❈❇▼✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ●●❆✰❯ ❛♥❞ ❍❙❊✵✻ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈■❙✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ●●❆✰❯ ♦r ❍❙❊✵✻ ✈❡rs✉s u✳
❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ❝❧❡❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ●●❆✰❯ ❛♥❞ ❍❙❊✵✻ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✿
❈■❙ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ u✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❍❙❊✵✻ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ✶✳✺ ❡❱ ❢♦r u ≈ 0.235✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦❧♦❛❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱
✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❊g ✉♣♦♥ u ❣❡ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r
✶✽ ❡❱ ✭●●❆✰❯✮ t♦ ✷✶ ❡❱ ✭❍❙❊✵✻✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❛✐♥
∆u✱ ✐t ②✐❡❧❞s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ✵✳✷✼ ❡❱ ✭●●❆✰❯✮ ❛♥❞ ✵✳✸✶✺ ❡❱
✭❍❙❊✵✻✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✶✶✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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GGA
GGA+U
HSE06
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭❍②❜r✐❞✱ ●●❆✰❯✮ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥
u✳
✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞
str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❊g ♦♥ u✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ●❲ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
✺✳✹✳✷ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ●❲ ♠❡t❤♦❞s
❉❋❚✲▲❉❆ ♦r ✲●●❆ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❛❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✿ ✐t ♣r❡✲
❞✐❝ts ❛ s❡♠✐✲♠❡t❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❈■❙ ✐s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ s✐♠♣❧❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦♦✳
❚✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❝❛s❡ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✿ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❬✶✾✾✱ ✶✻✼✱ ✶✸✶❪ ♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡
♦❢ GW ❬✶✼✽❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ❤②❜r✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜❡t✲
t❡r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ GW ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✜rst
♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ G0W0✱ ♥❛♠❡❧② s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❬✶✺✺✱ ✶✽✵❪ ✭s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✮✳
❲❡ ✉s❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❉❋❚✲▲❉❆ ✇✐t❤ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ n = 3 s❤❡❧❧ ❢♦r ❈✉ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ n = 4 s❤❡❧❧ ❢♦r ■♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡
✺✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✶✶✾
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G0W0
scCOHSEX+G0W0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❘❡❞ ❞♦ts r❡♣✲
r❡s❡♥t t❤❡ G0W0 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t
s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳
♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ G0W0✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② s❡❡♠ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜❛❞
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❉❋❚✲▲❉❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ G0W0 r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧
s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■❙✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥ ❉❋❚✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ❖❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛✐r❧②
❞✐✛❡r❡♥t GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿ ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡ tr✉❡ ❈❇▼✱
❞❡s♣✐t❡ ✐ts ♥♦♥ ③❡r♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s✳ ■t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts r❛t❤❡r ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞
❝❤❛r❛❝t❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐ts ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞s✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ✈❡r② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s
❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❆❧r❡❛❞② ❛t t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ st❛t❡s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛t Γ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ✺ ❉♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♣❡♥s
✺❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛s
t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
✶✷✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✉♣ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ u✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ G0W0 st✐❧❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ❞r❛st✐✲
❝❛❧❧② t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t G0W0 ♦❝❝✉rs ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u✱ ✐✳❡✳✱❦
u > 0.240 ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉❋❚ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✉♣♦♥ u ♦❢ ❊G0W0g ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❉❋❚ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
✇❤❡r❡ ❉❋❚ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s s✉❞❞❡♥❧②
str♦♥❣❡r ❢♦r u > 0.240 ✭❝❢ ❚❛❜✳ ✺✳✻✮✳ ❙✉❝❤ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❞✐s✲
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛♣✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ∆u✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊g r❡❛❝❤❡s ∼ 0.6 ❡❱✳
■♥ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s❝❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ♦♣❡♥s ✉♣
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❣✐✈✐♥❣
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢
u✳ ❚❤❡ s❝❈❖❍❙❊❳✰●0❲0 ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✿ t❤❡② ❛r❡
str♦♥❣❧② st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r✐❝❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈■❙ ❞❡♥✲
s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❉❋❚✳ ▲♦♦❦✐♥❣
♥♦✇ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✱ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦
s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✱ ❍❙❊✵✻ ❛♥❞ s❝❈❖❍❙❊❳✰G0W0 ❛r❡ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s s❧♦♣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ G0W0 ✇❤❡♥ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝ts ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❝❤❛r❛❝t❡r ❢♦r ❈■❙✳ ❚❤❡ s❝✲❈❖❍❙❊❳
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❧♦♣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ G0W0 ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✱ r❡t❛✐♥s t❤❡ s❧♦♣❡
❜✉t ❝❧♦s❡s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜② ✵✳✸ ❡❱✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts
❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦ st❛t✐❝
♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳ tr❡❛t♠❡♥t ❝❛t❝❤❡s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■❙ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ●❲✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥❡✐t❤❡r ❉❋❚✱ ❉❋❚✰❯✱ ♥♦r ❤②❜r✐❞s
❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr②
t♦ ❛♥s✇❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦
s❡❝t✐♦♥s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
• ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW s❝❤❡♠❡ ✭✱ ✐✳❡✳✱ s❝✲❈❖❍❙❊❳✰G0W0✮ ♣r❡❞✐❝t
❜❛♥❞❣❛♣s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
• ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Eg ✉♣♦♥ u ✐s str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝GW
❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✷✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢
♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✢❛✈♦rs ♦❢ GW ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ u
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢
❈■❙
✺✳✺✳✶ ❲❤② ✐s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✉ ❄
❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✻❪✿ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❱❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❇▼ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ❧♦♦❦ ✐♥✲
t✉✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t✱ ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ❛s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♥♦t ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❱❇▼ ❛♥❞
❈❇▼✳
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✼✹✮✳ ❚❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Σx ❢♦r ❱❇▼ ❛♥❞ ❈❇▼✳ ❲❡
❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t②
σxi,❦,(c,v) = −
∫
dr2dr1φi,❦(r1)φ
∗
c,v(r1)v❦(r1, r2)φ
∗
i,❦(r2)φc,v(r2) ✭✺✳✸✮
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Cu-S bond Cu-S Antibond
III
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ σxi,❦ ✈❡rs✉s i ❢♦r Γ4v✳ ▼❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❈✉ 3p ❛♥❞ ✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ 3s
❚❤❡♥✱ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t 〈c, v|Σx|c, v〉 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ σxi,❦i,(c,v)
〈c, v|Σx|c, v〉 =
∑
i∈ ♦❝❝
σxi,❦i,(c,v) ✭✺✳✹✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r i r❡str✐❝ts t♦ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦♥❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇s σx❦,i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ Γ4v✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐✳❡✳ φi = φv
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ✐t ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐t
✐s ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈✉ 3s ❛♥❞ ❈✉ 3p st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣✐❝t❡❞✿ t❤❡r❡ ❛r❡
♠❛♥② r❡♣♦rts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✶✻✺✱ ✶✻✹❪✳
❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ ♦t❤❡r st❛t❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭✐✳❡✳✱ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡♠✐❝♦r❡ ♦♥❡s✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ Σx✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s✿
• ❣r♦✉♣ ■ s✐t✉❛t❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ✶ ❡❱ ❜❡❧♦✇ Γ4v ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥t✐✲❜♦♥❞✐♥❣
st❛t❡s✳
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✷✸
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In 4p
In 4s
I II III
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ σxi,❦ ✈❡rs✉s i ❢♦r Γ1c✳ ▼❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
■♥ 4p ❛♥❞ ✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ■♥ 4s
• ❣r♦✉♣ ■■ s✐t✉❛t❡❞ ✸✳✺ ❡❱ ❜❡❧♦✇ Γ4v ❛t Γ ♦♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❞✐♥❣
st❛t❡s
❚❤✉s✱ t❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❇▼ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐✲
❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t✐✲❜♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ Γ4v✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥
t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✮ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ Γ4v✳ Γ1c ✐s ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
〈Γ1c|Σx|Γ1c〉 ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✭≈ −7 ❡❱✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 〈Γ4v|Σx|Γ〉 ≈ −32 ❡❱✳
Γ1c ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❤②❜r✐❞✐③❡❞ ■♥ 5p ❛♥❞ ❙ 3p st❛t❡s✳ ■♥ 4s ❛♥❞ ❈✉ 4p ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦♦✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
■♥❞✐✉♠ 4(s, p) ❛♥❞ 5p✱ ❝♦r❡ st❛t❡s ❢r♦♠ ✐♥❞✐✉♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥
t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t 〈Γ1c|Σx|Γ1c〉✳ ■t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s❡♠✐❝♦r❡ st❛t❡s ♦♥ t❤❡ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❬✶✻✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉✲
❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈❡rs✉s ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✺✽✱ ✶✺✾✱ ✷✷✸❪✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥
❣r♦✉♣s ♦❢ ❜❛♥❞s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ 〈Γ1c|Σx|Γ1c〉✳
• ❣r♦✉♣ ■ s✐t✉❛t❡❞ ✶✸ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ■♥ 4d
❛♥❞ ❙ 3s ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s
• ❣r♦✉♣ ■■ s✐t✉❛t❡❞ ✻ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ■♥ 5p
✶✷✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❛♥❞ ❙ 3p ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳
• ❣r♦✉♣ ■■■ s✐t✉❛t❡❞ ✹✳✺ ❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣✉r❡
❙ 3p st❛t❡s✳
❚❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ❈❇▼ ❞❡♣❡♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ■♥✲❙ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ■♥ 4d✲❙ 3s ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥✲
s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ■♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
GW ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧s t♦
s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❱❇▼✴❈❇▼ ❛♥❞ ■♥✲✭❙✱❙❡✮ ♦r ❈✉✲✭❙✱❙❡✮ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s✳
✺✳✺✳✷ ❍♦✇ ❞♦ ❱❇▼ ❛♥❞ ❈❇▼ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✉❄
❲❤✐❧❡ GW ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜❛♥❞❣❛♣s✱ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬✶✽✽✱ ✷✷✹❪
❤❛✈❡ ❞r❛✇♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜❛♥❞♦✛s❡ts ❛t ❤❡t❡r♦❥✉♥❝t✐♦♥s ♦r t♦ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r✲
❣✐❡s✳ ❚❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗P
❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❬✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❬✶✽✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❱❇▼
♦r ❈❇▼✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❈❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❱❇▼ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ♦♥ ❡♥❡r✲
❣✐❡s ♦♥❧② ♦r ♦♥ ❜♦t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
✐s ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳
❚❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❈❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❱❇▼ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥✲
s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❛♥❞ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ u r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦✲
❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❈❇▼ ❛♥❞ ❱❇▼ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥♦❝✉✐t② ♦❢
t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② s❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢✉❧❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
✐s ♦♥❧② ♠❛♥❞❛t♦r② ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❜❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ∆EGWv ❛♥❞ ∆E
GW
c
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✿ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ∆EGWv ✈❡rs✉s u ✐s ✲✶✸✳✸ ❡❱
❛❣❛✐♥st ✶✷ ❡❱ ❢♦r ∆EGWc ✳ ❇♦t❤ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ u
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✷✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u
❢♦r t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❜♦t❤ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧②✳ ❘✐❣❤t
♣❛♥❡❧✿ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❱❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈❇▼ ✈❡rs✉s u ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs
♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
s❧♦♣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆✳
▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ r♦❧❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♣❧❛②s ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ δEc,v =
∆EWF&Ev,c −∆EEv,c ✇❤❡r❡ ❲❋&❊ ❛♥❞ ❊ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❖❍❙❊❳ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
HCOHSEX = HHF + ΣSEXc + Σ
COH , ✭✺✳✺✮
✇❤❡r❡ HHF ✐s t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ΣSEXc t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❙❊❳ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ΣSEXc = Σ
SEX − ΣHFx ❛♥❞ ΣCOH ✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❤♦❧❡
s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆〈〉 s✉❝❤ ❛s ❢♦r HHF
∆〈HHF〉 = 〈HHFWF&E〉 − 〈HHFE 〉 . ✭✺✳✻✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ δEc,v ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦∆〈HHF〉✱∆〈ΣSEXc 〉
❛♥❞ ∆〈ΣCOH〉✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
∆EGWc ✐s ❝♦♥st❛♥t ≈ 0.3 ❡❱ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ u✳ ■t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
✶✷✻ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝✲
❈❖❍❙❊❳ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈❇▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇ ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿
❲❋&❊ ❛♥❞ ❊ ♦♥❧② ✈❡rs✉s u✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❜✉t ❢♦r t❤❡
❱❇▼✳
❛♥ ❛❧♠♦st u✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤r❡❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈❖❍❙❊❳
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝ts
∆〈HHF〉 ❛♥❞ ∆〈ΣSEXc 〉 ✭∼ 0.5 eV✮✱ ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❧❡❛✈✐♥❣
δEGWc ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ∆〈ΣCOH〉✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ u✿
• t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r s♠❛❧❧ u ✇❤❡r❡ δEGWc ♠❛✐♥❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ∆〈ΣSEXc 〉✳
• t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ u ✇❤❡r❡ ✐t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ∆〈ΣCOH〉✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❖♥❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② u✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆❣❛✐♥✱
✐♠♣♦rt❛♥t ❝r♦ss ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❍❋ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ str♦♥❣ u✲
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ΣCOH ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇▼
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✐♥❞❡❡❞ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❍♦❧❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②
〈v|ΣCOH|v〉 = 1
2
∫
dr [W (r, r)− v(r, r)] |φv(r)|2 . ✭✺✳✼✮
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✷✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ∆ρ ❢♦r u = [0.200, 0.215.0.235, 0.250] ❢r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t✳ ❘❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s
❆s ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ♦♥❧② ♠✐❧❞❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡♠❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ❜♦t❤
s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ 〈v|ΣCOH|v〉 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ |v〉✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② Wp✿ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t ∆〈ΣCOH〉✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ st❛t❡ Γ4v ❬❝✳❢✳ ✭✺✳✶✮❪ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ u✳ ❋♦r s♠❛❧❧ u✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s❢❡rt ❢r♦♠ t❤❡ ❙ ❛t♦♠ t♦ t❤❡ ❈✉ ❛t♦♠✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❈✉ 3d ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❱❇▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ u ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r
u = 0.25✮✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs✿ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❈✉ ❛t♦♠ t♦ t❤❡ ❙ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s
❛❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❜✉t ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛② ❛s s❡✈❡r❛❧ st❛t❡s
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ t❤❡ str♦♥❣ u✲
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❍HF ❛♥❞ ΣSEXc ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥t♦ ❛ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛ ❍❛rtr❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ♦♥❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ ΣHF ❛♥❞ HHartree ❜✉t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥❝❡❧ ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✮✳ ❖♥❡
❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ΣSEXc ❛s ❛ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❧✐❦❡ t❡r♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧ v ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② W − v✳ ❋♦r s♠❛❧❧ u✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s s♠❛❧❧✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② W − v ≈ −v✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ∆〈ΣSEXc 〉 ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥ t❤❛♥ ∆〈HHF〉 ❛♥❞
✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ∆〈HHF〉✳ ❋♦r ❧❛r❣❡
u✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ∆〈ΣSEXc 〉 ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❢t❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡∆〈ΣHF〉 ✐s s♠♦♦t❤❡❞
❜② ∆〈HHartree〉✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ 〈HHF〉 ❛♥❞ 〈ΣSEXc 〉 ❢♦r
u = [0.235− 0.25]✳
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scGW (E)
DFT
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞
t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❛t ❱❇▼✳ ❘❡❞ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❍Hartree ❛♥❞ Σx✱
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ GW ❡♥❡r❣✐❡s✱
❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ GW ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
• ❚❤❡ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❈❇▼ ❛♥❞ ❱❇▼ ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛❧❧② ❢♦r t❤❡ str♦♥❣
u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
• ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❛t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞
❡❞❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
• ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧♠♦st u✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❈❇▼✳ ■t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❱❇▼✳
• ❚❤❡ ❱❇▼ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❉❋❚ ❛♥❞ s❝✲
❈❖❍❙❊❳✳
• ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❞❣❡
✉♣♦♥ u✳
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✷✾
✺✳✺✳✸ ❲❤② ❞♦ ●●❆✰❯ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞ ❢❛✐❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t s✉❝❤
❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❄
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●●❆✰❯✳ ❆♥✐s✐♠♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✾✸❪ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❉❆✰❯ ❛♥❞ GW ✳ ❚❤❡② ♠❛❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✿
• t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ d st❛t❡s
• d st❛t❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ d st❛t❡s ❛r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲
❡♥❡r❣②✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❯ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
U =
∫
dr1dr2φd(r1)φ
∗
d(r1)W (r1, r2, ω = 0)φd(r2)φ
∗
d(r2) ✭✺✳✽✮
❯ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✱ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❯ ✇❛s ❜❡✐♥❣ ❦❡♣t
✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ u✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ●●❆✰❯ ❝❛♥♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❊g
✈❡rs✉s u✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞s✳ ❲❤✐❧❡ ❍❙❊✵✻ ❛♥❞
●●❆✰❯ ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ t❤❡② ❜♦t❤ s❤❛r❡ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❍❙❊✵✻✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡
♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r b = 1
4
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r µ✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❋✉❝❤s ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞s
Exc = E
GGA
xc + (b× Esr,HFx − b× Esr,GGAx ) . ✭✺✳✾✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ●0❲0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠
♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ●●❆ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ♦♥❧② ❝♦rr❡❝ts t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ bEHFx ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ GW
s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ s❝r❡❡♥✐♥❣ W˜
W˜ = b× v × θ(µ− r) , ✭✺✳✶✵✮
✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✻✳ ❋♦r ♠♦st ❤②❜r✐❞s✱ b ≈ 0.25✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ε∞ = 4 ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ●❲✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②
✻❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❙❊ ❤②❜r✐❞✱ θ(r) =
❡r❢(r)
✶✸✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
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HSE06
HSEε0
scGW
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ♦❢ ❍❙❊✵✻ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ u✳
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ▲❉❆✰❯✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❤❛s ❛
str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ u✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♠♦✉♥ts
t♦ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❧❛① t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❜② s❡tt✐♥❣ b = 1/εRPA∞ ✇✐t❤ ε
RPA
∞
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘P❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❍❙❊✵✻
❝❛❧❧❡❞ ❍❙❊ε∞✳ ❋♦r s♠❛❧❧ u✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ s❝✲❈❖❍❙❊❳
✐s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ u✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ u✱ ❍❙❊ε∞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ●●❆ ♦♥❡s✿ ✐♥❞❡❡❞✱
b ❢♦r ❍❙❊ε∞ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥✈❡rs❡❧② ♦♥ ε∞ s♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❋♦❝❦
❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ✭❢♦r ❍❙❊✵✻✮ ❛❧♠♦st ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣♦✐♥t
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Eg ✈❡rs✉s u ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❍❙❊ε∞ ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s
s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s❝●❲ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ s❧♦♣❡ dEg/du = 37.9 ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ GW r❡s✉❧ts ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r b
♦❢ ❍❙❊✵✻ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫ∞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t ❈❖❍❙❊❳✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s r❛t❤❡r ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇✐t❤✐♥ ❈❖❍❙❊❳ ❬✶✼✵❪✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐t✿ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦r ❧♦✇✲
✺✳✺ ▼❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢ ❈■❙ ✶✸✶
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scGW (WF&E)
scGW(E)
DFT
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞
t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❛t ❈❇▼✳ ❘❡❞ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❍Hartree ❛♥❞ Σx✱
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ GW ❡♥❡r❣✐❡s✱
❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ GW ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛t ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❢♦r ❍❙❊ε∞ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧✿ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❍❙❊✵✻
❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛rt ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ✉♣♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t❡❞✳
✺✳✺✳✹ ❲❤② ✐s t❤❡r❡ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ G0W0 ❄
❚❤❡ ❧❛st ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②
✐♥ G0W0 ❛t u ≈ 0.245✳ ❋✐rst✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❉❋❚ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
♣r❡❞✐❝ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ HHartree✱ Σx ❢♦r t❤❡
❈❇▼✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❋❚✲▲❉❆✱ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥♦♥
③❡r♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡♥t❡r s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞s✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❛♣✲
♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✶✸✷ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
✇✐t❤ ❉❋❚ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❉❋❚ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠✲
❜❡r ✭r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✮ ♦r ❉❋❚ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ◗P ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s ❥✉st ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✮ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ◗P ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ✭❜❧❛❝❦ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✮
❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ t❡r♠✱ ✇❡ s❡❡ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
st❛t❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ✷ ❡❱ ✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t ♦❢ 〈c|Σx|c〉✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✳ ■t ✐s
s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲❧✐❦❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦❝❦ t❡r♠ ✐s ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
Σx ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s |c〉✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡✱ ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❡①❝❧✉❞❡❞ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r st❛t❡s ✐♥
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣②✳
✺✳✻ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡✲
❢❡❝ts
❚❤❡ str♦♥❣ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ r❛t❤❡r ❜r♦❛❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ u ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ P❱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡♣r♦✲
❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s s❡❡♠ ✐♥ t♦t❛❧ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❈■●❙ ✐♥ t❤❡ P❱ ✐♥❞✉str②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛♥s✇❡r❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ ✇❤② ✐s ❈■●❙ s♦ ❣♦♦❞ ❢♦r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s♣✐t❡ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡✲
❢❡❝ts❄✳ ❉❡❢❡❝ts ✉s✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡ ❞❡❡♣ ❧❡✈❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇❤❡r❡ ❝❛rr✐❡rs
❣❡t tr❛♣♣❡❞✳ ❈■●❙ ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❧♦ts ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❧✐❦❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝ts ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② t♦t❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✲
❢❡❝ts ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝② ❛s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡❢❡❝t✿ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡
✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ♣♦♦r s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛❜
✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❧♦✇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❱Cu✳ ❍❡♥❝❡✱
❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r
✈❛❝❛♥❝② ❬❱Cu❪ s♦ t❤❛t Eg = Eg(u, [VCu])✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ∆Eg
❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
∆Eg =
∂Eg
∂u
∆u+
∂Eg
∂[VCu]
∆[VCu], ✭✺✳✶✶✮
✺✳✻ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ✶✸✸
✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❬❱Cu❪ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ✈❛✲
❝❛♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❱Cu t♦ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s
[VCu] = NCue
−∆Hf
kBT ✭✺✳✶✷✮
✇✐t❤ ❚ ✐s t❤❡ ❣r♦✇t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐s q✉❡♥❝❤❡❞
✭❚≈ 500−600◦ ❈✮ ❛♥❞ ∆Hf t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❱Cu✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥✲
t✐t② ✐s t❤❡ ❦❡②st♦♥❡ ♦❢ ♦✉r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✈❛r② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r u✳
✺✳✻✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧
✇❛② ❜❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❱Cu✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❜❛rr✐❡r ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② t❤♦✉❣❤t
❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s②st❡♠s✿ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡
❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❢❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦r ❛❞❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❡✐t❤❡r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡s❡r✈♦✐r ❧✐❦❡ ❢❝❝ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❈✉✳ ❚❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❞❡❢❡❝t α ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
∆Ef (α) = Etot(CIS, α)− Etot(CIS) + nCuµsolCu + nInµsolIn + nS,SeµsolS,Se , ✭✺✳✶✸✮
✇❤❡r❡ ❊tot ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❡❧❧✱ n ❛r❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢
❛t♦♠s t❤❛t t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ µ✬s ❛r❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡
r❡s❡r✈♦✐rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s µCu,In,S,Se✿ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■❙ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐♥❛r✐❡s
♣❤❛s❡✭❈✉2❙❡ ♦r ■♥2❙❡3✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♥t❤❛❧♣✐❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✳❡✳ ❈✉✲♣♦♦r ♦r ❙❡✲r✐❝❤✳ ❚❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② t❤❡♥ r❡❛❞s
∆Hf (α) = ∆Ef (α) + nCuµCu + nInµIn + nS,SeµS,Se . ✭✺✳✶✹✮
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s✲
❢❡rr❡❞ t♦ ♦r ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡s❡r✈♦✐r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
✶✸✹ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
t❤✐s r❡s❡r✈♦✐r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ ❛t♦♠s✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧② ✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t❡r♠
δE(α, q) = Etot(α, q) − Etot(α, q = 0) ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❝✲
❡ss❛r② t♦ ❛❞❞ ❛ ❝❤❛r❣❡ q ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐t❡✳ ❆♥♦t❤❡r t❡r♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡
❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ◆ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ N−|q|
❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ q✿ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦st s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♦r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② r❡❛❞s
∆Hf (α, q) =∆Ef (α) + δE(α, q) + δE(CIS,−q)+
nCuµCu + nInµIn + nS,SeµS,Se + qEf .
✭✺✳✶✺✮
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛♥② t❡r♠s✱ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❡rr♦rs✳ ▲❛♥② ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✹❪ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s
♦❢ ❡rr♦r ❢♦r ❩♥❖✿
• t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉❋❚ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✿ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s GW ♦r ❊❳❳ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❧② ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❋❚✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ❞❡❜❛t❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛rt❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✿ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✜❝t✐t✐♦✉s ❝❤❛r❣❡ st❛t❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝❛st
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ●❲ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ❉❋❚ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦t❤❡rs ❬✷✷✺❪✳
• ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ s✉♣❡r❝❡❧❧ s✐③❡✿ ✉s✉❛❧❧② s✉♣❡r❝❡❧❧s ✉♣ t♦ ✶✵✵✵ ❛t♦♠s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✭1021 − 1020 cm−3✮ ❛♥❞ ❛r❡ r❛t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❡❢❡❝t ✭∼ 1014 cm−3✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡r❝❡❧❧ s✐③❡ ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② s♣✉r✐♦✉s ❛♥❞ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts✿ ▼♦ss✲❇✉rst❡✐♥✲❧✐❦❡
❜❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ❬✷✷✻❪✱ s✉♣❡r❝❡❧❧✲s✉♣❡r❝❡❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✷✷✼❪ ✭❧✐❦❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡✮✱ q✉❛❞r✐♣♦❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t✳
❆❧❧ t❤♦s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❡① ♣♦st ❢❛❝t♦✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✣✲
❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ✐t ❢❛✐❧s ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s str♦♥❣❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ ❱O ✐♥ ❩♥❖ ✈❡rs✉s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞
❝❤❛r❣❡ ❞❡❢❡❝t ✈❛r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡♣t♦r ❧✐❦❡ ❱Cu ❬✷✷✹❪✳ ❆ ❞❡❢❡❝t
✺✳✻ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ✶✸✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ∆H ♦❢ t❤❡ ❖ ✈❛❝❛♥❝② ✐♥ ❩♥❖ ✉♥❞❡r ❖✲
♣♦♦r✴❩♥✲r✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✱ r❡❢❡r t♦ ❬✷✷✹❪✳
✉s✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡s ❛ ❉❡❢❡❝t ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ❙t❛t❡ ✭❉▲❙✮✳ ■❢ t❤✐s st❛t❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞❡❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❉▲❙ ♦❝❝✉rs ❛s ❛
r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ❜❛♥❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ❤♦❧❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞
♦♥ t❤❡ ❉▲❙ r❡❧❛①❡s t♦ ❛ P❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❍♦st ❙t❛t❡ ✭P❍❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❈❇▼ ♦r
t❤❡ ❱❇▼✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❤❛❧❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱
t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❤❛❧❧♦✇ st❛t❡ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❇▼
♦r ❱❇▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❱❇▼ ♦r ❈❇▼ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❱❇▼ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
u✳ ▲❛♥② ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡♣t♦r s✉❝❤ ❛s
∆Ef = ∆E
DFT
f −∆❊LDA+Uv , ✭✺✳✶✻✮
✇❤❡r❡ ∆EDFTf ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ❛♥❞ ∆❊
LDA+U
v
✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❇▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲❉❆✰❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡✐r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡rr♦r ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋❚✱ ♦✉r ❣♦❛❧
✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✿ ♥♦t ♦♥❧② ❣❡t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❱❇▼ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥
✶✸✻ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❡♥❡r❣②
∆Ef(u) = ∆E
DFT
f −∆❊scGWv (u) ✭✺✳✶✼✮
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❱❇▼ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ■♥ 4d st❛t❡s✿ ✼ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❇▼ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ∆❊scGWv ✳ ❚❤❡♥✱
t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ●●❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥
❛ ✹✸✷✲❛t♦♠ s✉♣❡r❝❡❧❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞
❞❡❢❡❝t ❧✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❱❇▼ ✐✳❡✳ Ef ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❱❇▼ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②∆Ef (VCu) = 0.75 eV✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐✲
❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝♦♣♣❡r µCu ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ s❡t
µCu t♦ ✲✵✳✻ ❡❱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈✉✲♣♦♦r
❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷✷✽❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② ✐s ✈❡r②
❧♦✇ ∆Hf (VCu) = 0.1 eV✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❧❛r❣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❲❡
❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❱Cu ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✲
✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❈✉✲❞❡✜❝✐❡♥❝②✳ ■t ✇✐❧❧
❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❡❧❧ t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝② ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❆t T = 600◦❈✱ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝② s✉❝❤ ❛s ❬❱Cu❪ ≈ 5 × 1020
❝♠−3 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ s✉♣❡r❝❡❧❧ ✭✶✻ t♦ ✻✹✲❛t♦♠ s✉♣❡r❝❡❧❧✮✳
❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s❛♠♣❧❡s ✉s✉❛❧❧② ❞✐s♣❧❛② ❛ ❝♦♥t❡♥t r❛t✐♦
♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✽✽❁ ❈✉✴✭■♥✰●❛✮❁ ✵✳✾✺ ❬✹✺❪✳ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✷✵✸❪✱ t❤❡ r❛✲
t✐♦ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ ✵✳✼✼✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦rr❡❝t❧②
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♣♣❡r ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ r❛t❤❡r
❤✐❣❤ ❞♦♣✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ●❲ ♠❡t❤♦❞s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳
✺✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊g ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ VCu
❋♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞♦♣✐♥❣✱ ❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙✱ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❱Cu✱ ❛♥② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠
❉❋❚✲❑❙ t♦ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ GW t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢❛✐❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ s✉❝❤ tr❡♥❞✳
■♥st❡❛❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲❞ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ ❈■❙✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ●0❲0 ♦♥ s✉♣❡r❝❡❧❧s ✇❤♦s❡ s✐③❡
r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✻ ❛♥❞ ✻✹ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡s❡ s✉♣❡r❝❡❧❧ s✐③❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✷✺% ✭✶✻
❛t♦♠s✮✱✶✷% ✭✸✷ ❛t♦♠s✮ ❛♥❞ ✻% ✭✻✹ ❛t♦♠s✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
✼❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t ■♥ 4d st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ u
✺✳✻ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ✶✸✼
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= 2.1335-11.06*u
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❚♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
●0❲0 ✈❡rs✉s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝②✳ ❚♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❱❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❝●❲ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ ∆EscGWv ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣
▲❉❆ ❣❛♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣r❡✈✐✲
♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇❤❡♥ u < 0.235✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❢✉❧❧② ❝❛t❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❛❧❧②
♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ s✉♣❡r❝❡❧❧s✳
❚❤❡ ❡①❛❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊g ❛♥❞ ❬❱Cu❪ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣
❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❊g ♦♥ ❬❱Cu❪✳ ❲❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹
Eg = 0.231× ln
(
[VCu]
NCu
)
+ 1.67 ✭✺✳✶✽✮
∂Eg
∂[VCu]
=
0.231
[VCu]
✭✺✳✶✾✮
❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊g ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❬❱Cu❪ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❱Cu t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦
❡①♣r❡ss ∆[VCu] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ∆u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
✶✸✽ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❱Cu ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✺✳✻✳✸ ❉♦❡s VCu ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ u ❄
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t u ❝❛♥ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝✐❡s✳ ❇✉t
❞♦❡s VCu ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ❄ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♣♣❡r
✈❛❝❛♥❝② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✈♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✇❛r❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧♦s❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡r s②♠♠❡tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡♥s✉❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ u ❢r♦♠ ❛
r❡❧❛①❡❞ ✻✹✲❛t♦♠ s✉♣❡r❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❱Cu✳ ❚❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ ❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✿ ❡❛❝❤ ❛♥✐♦♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✹ ❝❛t✐♦♥s ✭✷ ❝♦♣♣❡r ❛♥❞ ✷
✐♥❞✐✉♠✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t✇♦ ■♥✲❙ ❛♥❞ t✇♦ ❈✉✲❙ ❜♦♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t
❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❡q✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❡✈❡r② ❛♥✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ u✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❞❡❢❡❝t s✉♣❡r❝❡❧❧✱ t❤❡s❡
❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ✈❛r② ♦✈❡r t❤❡ s✉♣❡r❝❡❧❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥✐♦♥✱ ✹
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ u✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●●❆
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ s✉♣❡r❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧✱ uGGA❂✵✳✷✶✽✹✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉♣❡r❝❡❧❧ s✐③❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛t s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉ ✭u < 0.216 ❛♥❞ u > 0.219✮✳
❚❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ u r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ uGGA ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✵✸ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ✵✳✶ ❡❱✳
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t [VCu] ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐❧❞ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❡①❝❡♣t ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝②✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ s✐♠♣❧✐❢② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t u ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ [VCu]
❛♥❞ t❤❛t [VCu] ✐s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊q✳ ✭✺✳✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
∆Eg =
{
∂Eg
∂u
+
∂Eg
∂[VCu]
d[VCu]
du
}
∆u , ✭✺✳✷✵✮
∆Eg =
{
∂Eg
∂u
− ∂Eg
∂[VCu]
[VCu]
kBT
d∆EscGWv
du
}
∆u , ✭✺✳✷✶✮
❛♥❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✺✳✶✾✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
∆Eg =
{
∂Eg
∂u
− 0.231
kBT
d∆EscGWv
du
}
∆u . ✭✺✳✷✷✮
■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✷✮ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠✳ P❤②s✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ s❛②✐♥❣
✺✳✻ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ✶✸✾
0
30
60
128 atoms
10
20
64 atom
0
75
15
288 atoms
0.21 0.215 0.22 0.225
u
0
150
30
432 atoms
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ u ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❡❧❧ ♦❢
❱Cu✿❈✉■♥❙2✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧ r❡❧❛①❡❞
✐♥ ●●❆✳
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣
♠♦❞❡❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳
✺✳✻✳✹ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣
❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ∆Eg ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❧♦♦♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❧❛st t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❊g ❛♥❞ ∆EscGWv ❛r❡ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✳ ❚♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡str✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u t❤❛t
❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐✳❡✳ ❬✵✳✷✶✺✲
✵✳✷✸✺❪✳ ❉♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∆Eg = 32.2×∆u ✇✐t❤♦✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ , ✭✺✳✷✸✮
∆Eg = −1.9×∆u ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❚❂✻✵✵◦❈ . ✭✺✳✷✹✮
✶✹✵ ✺✳ ❘❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❧♦♦♣ t❤❛t st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ❣❛♣✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ∆u = 0.02✱ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜② ✵✳✻✺
❡❱ ✇✐t❤♦✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❜② ♦♥❧② ✵✳✵✼ ❡❱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✭❢♦r
❚❂✻✵✵◦❈✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✈❛❝❛♥❝② ❝♦✉♥✲
t❡r❜❛❧❛♥❝❡s ♥♦t ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜✉t ❛❧s♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ u✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✉♣♦♥ ❬❱Cu❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ✐s
♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❲✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛❞ ✉s❡❞
❉❋❚ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ●❲ ♦♥❡s✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ∆Eg
♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ str♦♥❣ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞
str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈■❙ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❡②♦♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❉❋❚
✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ 3d st❛t❡s
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t r❡✈❡❛❧s t❤❡ str♦♥❣
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❈■❙ ♠✐❣❤t ❤❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ r❡✈✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❇P❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■❙ ✐♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t♦ ✐♥s✐❣❤ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
♥❡✇ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❡❝❤♥✐❝s s✉❝❤ ❛s ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢
❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈■❙✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝❛♥
❛♣♣❡❛r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②
❈P❯ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❡✈❡♥ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❛❜ ✐♥✐t✐♦ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❈■❙✱
♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈■❙ ✐s ❛ r❛t❤❡r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐ss✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦♦❧s t♦ t❛❝❦❧❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✈❡r② ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢
❈■❙✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
• t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❈■❙ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑❙✲❉❋❚ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❑❙✲❉❋❚ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ▲❉❆ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠❡t❤♦❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✿ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡
✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐t ♣❡r❢♦r♠s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❈■❙ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡✱ ❜✉t ♣r❡✈✐♦✉s ❛❜
✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛❞ ♥♦t ♣♦✐♥t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❈■❙✳
• t❤❡ ✇r♦♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ❑❙✲❉❋❚ st❡♠s ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ♣r♦♣❡r tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 3d ❛♥❞ 4d st❛t❡s✳ ■t ✇❛s
❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❛t ❈✉ 3d ✇❡r❡ ❛❝t✐✈❡❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❜♦♥❞✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■♥ 4d
st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ■♥✲✭❙✱ ❙❡✮ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦r ▲❉❆✰❯✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞
✶✹✶
✶✹✷ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❤❛s s❤♦✇♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❜✉t
❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s ❑❙✲❉❋❚✳
• t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛② ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u✿ ❜② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐❝s✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ u ✇❛s ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②
❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐ts❡❧❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts st✉❞②
s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧
s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❈■❙ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s ✐♥
t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ✐♥❞✉str② r❡s✉❧ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇✐❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳
• ✇❤✐❧❡ ❑❙✲❉❋❚ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s♣❧❛②s ❛♥ ❛❧❛r♠✐♥❣ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❜❛♥❞❣❛♣ ♦♥ u✱ GW ✐♥❝r❡❛s❡s t❤✐s tr❡♥❞✳ ❲❡ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢
t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❛❝❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✇✐t❤
st❛t❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❡①tr❡♠❡❧② ❜❛❞✱ ❛s ❈■❙ ✐s ❢❛♠♦✉s ❢♦r
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ❜❛♥❞❣❛♣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② r❡❛s♦♥s ✭❛♥❞ ♠❛②❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♦♥❡✮ ✇❤② ❈■❙ ✐s s✉❝❤ ❛♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳
• ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭❛♥❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ▲❉❆✰❯✮ s❤♦✇ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts
✇❤❡♥ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❝r❡❡♥❡❞
❤②❜r✐❞s ❢❛✐❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ✈❡rs✉s
t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜①❡❞
♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✳
• t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣✿ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t
s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ u ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❱Cu✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡✲
♦♠❡tr②✱ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈■❙✳ ❚❤❡ s❡❡♠✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♠✐❣❤t ❧❡❛✈❡ ♠♦r❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s t❤❛♥
❛♥s✇❡rs t♦ ❡①✐st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✳ ▼❛♥② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✶✹✸
❢♦r t❤❡ ❧❛st ✷✵ ②❡❛rs✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❉❋❚ ♦♥❧②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s
t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ✐s ❉❋❚ ❜❛❞ ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❜❛♥❞❣❛♣s ✭❛s ❡①♣❡❝t❡❞✮ ❜✉t ❛❧s♦✱
✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❈■❙ ❛♥❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ❜❛❞ ❛t tr❡❛t✐♥❣
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♠❛♥② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✿ ✇❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
❉❋❚✲r❡❧❛①❡❞ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❬✷✶✷✱ ✷✷✾✱ ✷✸✵❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡♠
♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t ❞♦✉❜t ✐s ♣❡r♠✐tt❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦♥ ❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✲
❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❞♦✉❜ts ❛r❡ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜
✐♥✐t✐♦ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❈■❙ ✐s ♥♦t ❤♦♣❡❧❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈■❙✿
❛s ✇❡ ❢♦✉♥❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲❉❆✰❯ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♣❧❛❝❡ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳
❙✉❝❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s
s✉❝❤ ❛s s✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡
▲❉❆✰❯ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡
st❛t❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ ■♥ ❛♥❞ ❈✉ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❯ ✐ts❡❧❢✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❧♦ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s st✐❧❧ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❈■❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐s❤ t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ♥❡✇ ♣❛t❤s
✐♥ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞② ♦❢ ❈■❙ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❜❡tt❡r P❱ ❝❡❧❧s✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
❯s✉❛❧❧② ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s♦❧✐❞✱ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t
♣❧❛② ❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❥✉st ❧♦♦❦✲
✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❛s✐s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ ❤❛s r❡str✐❝t❡❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞✐❡s t♦ s♠❛❧❧ s②st❡♠s ✉♣ t♦ r❡❝❡♥t❧②✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s✐♠♣❧❡✿ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆✳✶ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• ✉s❡ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✷✸✶❪✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛s ❝♦r❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥
❧♦♦❦ ♦❜✈✐♦✉s ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ GW ✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❛② ❛r✐s❡
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ d ❡❧❡❝tr♦♥s✳
• ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✿ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ✇❛✈❡✲
❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡✲
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❜❡✐♥❣ ❛s s♠♦♦t❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ▼✉❧t✐♣❧❡
s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣s❡✉❞✐③❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ✿ t❤❡ ❍❛♠♠❛♥ s❝❤❡♠ ❬✷✸✷❪ ❛♥❞ t❤❡
❚r♦✉✐❧❧✐❡r ▼❛rt✐♥s s❝❤❡♠❡ ❬✷✸✸❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦r♠ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣✳
✶✹✺
✶✹✻ ❆✳ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
• ✐♥✈❡rt t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡♥ ✐s t♦ ✉♥s❝r❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♥❞ t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠✿
−1
2
∇2 + l(l + 1)
r2
+ (veff(r)− ǫi)un,l(ǫi, r) = 0 ✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ un,l(ǫi, r) ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✭♥✱❧✮✱ ♥
❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳
❉✉❡ t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ un,l ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡s ❛s ❜❛s✐s s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ un,l ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
❛ s♠♦♦t❤ ♥♦❞❡❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥
un,l ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s rcut✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥❡s ǫpsi = ǫ
ae
i ✳ ❋♦r ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s ♣r❡❝❡❞❡♥t❧② ❝✐t❡❞✱
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r❣✐♥✐t❡❞ ❢r♦♠ ✇♦r❦ ❜② ❑❡r❦❡r ❬✷✸✹❪✿
rl+1❡①♣[p(r)] ✐❢ r ≤ rcut ✇✐t❤ p(r) ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r ✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡
s❡ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚r♦✉✐❧❧✐❡r ▼❛rt✐♥s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♦❢
❞❡❣r❡❡ ✻ ✐♥ r2✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✼ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
• ✺ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ un,l ❛t t❤❡ rcut ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
• ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ✭❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❡ ♥♦r♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✮✳
• t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥ ✭✐♥s✉r❡ t❤❛t ②♦✉r ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ s♠♦♦t❤✮✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦ ❣❡t s♠♦♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s✿
t❤❡ ✉❧tr❛s♦❢t ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ✐❞❡❛ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡
♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞❡✜❝✐t ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛t♦♠✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ ❍❛♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡s
❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠ p(r) ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t♦
t❤r❡❡✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠♠❛♥♥
s❝❤❡♠❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ✏❤❛r❞❡r✑✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡❛❞✐♦♥❣ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛♥ t❤❡
❆✳✶ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✶✹✼
❚r♦✉✐❧❧✐❡r ▼❛rt✐♥s ♦♥❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣s❡✉❞✐③❡❞
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❜❡②♦♥❞ rcut ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡①❛❝t ❢♦r ❚▼✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ ❝✉t ♦✛ r❛❞✐✐ ✉s❡❞ ✐♥ ❍❛♠♠❛♥ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
❚▼ ♦♥❡s rHcut ≃ 0.5− 0.75× rTMcut ✳
❆❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥✈❡rt✲
✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s
vps,scrn,l = ǫ
ps
l −
l(l + 1)
2r2
+
1
2upsn,l(r)
d2
dr2
upsn,l(r) . ✭❆✳✷✮
❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♦r❜✐t❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡✲
❧❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥
✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❙❊✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❧❛st ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
vpsn,l(r) = v
ps,scr
n,l − vH[ρps0 , r]− vxc[ρps0 , r] , ✭❆✳✸✮
✇❤❡r❡ ρps0 ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞✐③❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛② ❛s
vion =
∑
l,n
|Yl,n〉vpsn,l〈Yl,n| . ✭❆✳✹✮
❋✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t vn,l r❡❞✉❝❡s ❛t ❧❛r❣❡
r t♦ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❩ion✴r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♥ ❛♥❞ ❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧✉s ❛ ❢❡✇
♥✱❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
vion = v
ps
loc +
∑
l,n
|Yl,n〉δvpsl 〈Yl,n| , ✭❆✳✺✮
✇❤❡r❡ δvpsl = v
ps
l − vpsloc✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ r✲s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ✐s ❛♥❣✉❧❛r❧② s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ✇❤✐❧❡ r❛❞✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t❡r♠ ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐♥ ❛
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s s❡t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧
❢♦r♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ∼ (N2 + N)/2 ♠❛tr✐① ❡❧✲
❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ s②st❡♠✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s
q✉✐❝❦❧② ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❑❧❡✐♥♠❛♥ ❛♥❞ ❇②❧❛♥❞❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❝❤❡♠❡ t♦ tr❛♥s✲
❢♦r♠ t❤❡ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ t❡r♠ ✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❬✷✸✺❪✳✐❡
✶✹✽ ❆✳ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
δvl(r, r
′) = Fl(r)flFl(r
′)✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r ❛♥❞ r′ ♣❡r♠✐t
t♦ ❡①♣r❡ss δvl ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r
δvKBl = E
KB
l |ξl〉〈ξl| , ✭❆✳✻✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t δvKBl u
ps
l = δv
ps
l u
ps
l ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡r♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t♦r ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
EKBl =
〈upsl δvpsl |δvpsl upsl 〉
〈upsl |δvpsl |upsl 〉
, ✭❆✳✼✮
|ξl〉 = |δv
ps
l u
ps
l 〉
(〈upsl δvpsl |δvpsl upsl 〉)1/2
. ✭❆✳✽✮
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ t♦ s✐♠♣❧② ◆ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ s✉❝❤
♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡s ❝❛❧❧❡❞ ❣❤♦st st❛t❡s✳
❲❤✐❧❡ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❢r❡❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢✉❧❧② ♥♦♥ ❧♦✲
❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❥✉st ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲r♦♥s❦✐❛♥ t❤❡♦r❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♥♦❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥❝❡ ❣❤♦st st❛t❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❢♦r ❢✉❧❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
❆✳✷ ❍♦✇ t♦ t❡st ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❄
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦❧✐❞s✱ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ❝❛s❡s✿
✐t ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❈❛r❡❢✉❧ ❝❤❡❝❦
✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥
❛t♦♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ s❤♦✇s s✉❝❤ t❡sts ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✉♠ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✺s ❡❧❡❝tr♦♥
t♦ ✺♣ ❣✐✈❡s r✐s❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❡❞✐♦✉s t❡st
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❑❧❡✐♥♠❛♥✲❇②❧❛♥❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣❤♦st st❛t❡✳ ◆♦ s②st❡♠❛t✐❝ t❡sts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❣❤♦st st❛t❡✿ ❤♦✇❡✈❡r ●♦♥③❡ ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♠♣❧❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❑❇ ❝♦s✐♥❡ ❈KB ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
|upsl 〉 ❛♥❞ |δvpsl upsl 〉✱ ✇❤♦s❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❣❤♦st st❛t❡ ❬✷✸✻❪✳ ❆ ♠♦r❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❣❤♦st st❛t❡ ✐s t❤❡
❆✳✷ ❍♦✇ t♦ t❡st ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❄ ✶✹✾
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❚r❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② t❡st ❢♦r t❤❡ ■♥ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✿ ♣r♦✲
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✺s ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ✺♣ st❛t❡s✱ PP r❡❢❡rs t♦ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❧❡ ❋❈
r❡❢❡rs t♦ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦③❡♥ ❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ ✇❤❡♥ ✐♦♥✐③✐♥❣
t❤❡ ❛t♦♠✳
✶✺✵ ❆✳ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✱ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥
✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❙❡✳
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ul(ǫ, r)
❞❡✜♥❡❞ ❛s
D(ǫ, rout) =
d
dr
❧♥ul(ǫ, r)
∣∣∣∣
r=rout
, ✭❆✳✾✮
✇❤❡r❡ rout ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❛❞✐✉s ❝❤♦s❡♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❉✭ǫ, rout✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣♦❧❡s ❢♦r ǫ = ǫl✳ ●❤♦st st❛t❡s
✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦❧❡s ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t t♦ ✶st ♦r❞❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ǫl ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❣❤♦st st❛t❡s
✐s t❤❡ s❡❧❡♥✐✉♠ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❙❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❍❛♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s rs = 0.9 ❜♦❤r✱
rs = 1.06 ❜♦❤r ❛♥❞ rd = 1.765 ❜♦❤r ✭t❤❡ d ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✹❞ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ l = 2 ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ s❤♦✇s
t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✱p ❛♥❞ d✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❤♦st
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❙❡✈❡r❛❧ str❛t❡✲
❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣❤♦st st❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✿ ✭✐✮ ❝❤❛♥❣❡
rs ♦r ✭✐✐✮ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ l = 2 t♦ l = 0 ✭✐✐✐✮ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠
❍❛♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❚▼ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❤♦st st❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❣❛rt✐❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❛❢t❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧✿ t❤❡ ❣❤♦st st❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳
❆✳✸ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❲❛✈❡ ✭P❆❲✮ ✶✺✶
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✱ s❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥
✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❙❡✳
❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣❡t ❣♦♦❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❆✳✸ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❲❛✈❡ ✭P❆❲✮
◆♦r♠✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❝❝❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡②
r❡q✉✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❡♥❡r❣② ❝✉t♦✛ ♦❢ ✾✵
❍❛rtr❡❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✸✺✱✵✵✵ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❈■❙✳
❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♥♦r♠ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ PP ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛✉❣♠❡♥t❡❞
✇❛✈❡ ✭P❆❲✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✸✼❪✳ ❇❡✐♥❣ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♣♦st❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❯❧tr❛❙♦❢t
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✷✸✽❪✱ ✐t ❜♦rr♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✿
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛t♦♠✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ s♠♦♦t❤
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ˜v ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s
t❤❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❛❧❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♣❛rt ψv = T ψ˜v✳ ❚❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐t② ❡①❝❡♣t ✇✐t❤✐♥ s♣❤❡r❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥
♥✉❝❧❡✐ ❝❛❧❧❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡s ΩR
T = 1 +
∑
ΩR
T˜R . ✭❆✳✶✵✮
✶✺✷ ❆✳ Ps❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡s
✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡s
|ψ˜〉 =
∑
i
ci|ψ˜i〉 , ✭❆✳✶✶✮
t❤❡♥ ❜② ❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ T ♦♥ |ψ˜〉 ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥
|ψ〉 = |ψ˜〉+
∑
i
ci{|ψi〉 − |ψ˜i〉} . ✭❆✳✶✷✮
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✷✮ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
s♣❤❡r❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rt✐t✐❛❧ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✷✮ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥
❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛s
n = n˜+
∑
ΩR
nR − n˜R . ✭❆✳✶✸✮
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ P❆❲ ♣❡r♠✐ts
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✿ ✉s✐♥❣ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❢✉❧❧
s♣❛❝❡✱ ♦r ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡s✳ ❖♥❡ ❡①♣❡❝ts
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❆❲ t❡❝❤♥✐❝ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞
❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧✲
t✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡
❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ r❛❞✐❛❧ ❣r✐❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✭❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞
❢r♦♠ ♦♥❡ ❣r✐❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❦❡❡♣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡①❝❡♣t
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s✉♣❡r❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ P❆❲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ GW ✱ ✇❤✐❧❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❬✶✾✶✱ ✷✸✾❪✱ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ tr❡❛t ❧❛r❣❡r
s②st❡♠s✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❳✲❘❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ✐s ❳✲❘❛②
❉✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❳✲r❛② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❦i ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❧♦✉❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
t❤❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦✉t❝♦♠✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ❛
♠♦♠❡♥t✉♠ ❦f ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡s s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ❡①♣r❡ss❡❞
❢♦r ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s ✭❤✱❦✱❧✮
2dhklsin(θ) = nλ , ✭❇✳✶✮
✇❤❡r❡ dhkl ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
s♣❛❝❡✱ θ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✱ n ❛♥
✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ λ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛s s❡❡♥ ✐♥ θ− 2θ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳❘❉
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✉♥✐t ❝❡❧❧
I(hkl) ∝
∣∣∣∣
∫
ρ(r)e−i(❦f−❦i).r
∣∣∣∣
2
. ✭❇✳✷✮
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦s ♣❡r♠✐ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐❦❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥
❜❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢α
✭α =❈✉✱■♥✱✭❙✱❙❡✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧
✶✺✸
✶✺✹ ❇✳ ❳✲❘❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❛t♦♠s✳
I(hkl) ∝
∣∣∣∣∣
∑
α
fαe
−i(❦f−❦i).rα
∣∣∣∣∣
2
. ✭❇✳✸✮
❙✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛s ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❛t♦♠s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦s✳
❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡s ❢♦r♠❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛❞❡
♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ r❡❝✐♣r♦✲
❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡ ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✸ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s
• ✭h, k, l/2✮ ❛❧❧ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛s
Fh,k,l = (fCu + fIn + fS,Se)× g1(h, k, l, u) , ✭❇✳✹✮
✇❤❡r❡ g ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ ③✐♥❝✲❜❧❡♥❞❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❤❛❧❝♦♣②r✐t❡✳
• ✭❤✱❦✮ ❡✈❡♥ ♦r ✭❧✴✷✮ ♦❞❞ ♦r ✈✐❝❡ ❛♥❞ ✈❡rs❛ ②✐❡❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛s
Fh,k,l = fS,Se × g2(h, k, l, u) . ✭❇✳✺✮
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
• ✭❤✮ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✭❦✱❧✮ ♦❞❞ ♦r ✭❦✮ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✭❤✱❧✮ ♦❞❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
❛s
Fh,k,l =
1
2
(fCu − fIn)g3(h, k, l) + 2fS,Seg4(h, k, l, u) . ✭❇✳✻✮
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦s ❤❛✈❡ ❛ ❝❛t✐♦♥✐❝
❛♥❞ ❛♥✐♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛❦✐♥❣ ✐t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
t♦♦✳
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ s❤♦✇s t❤❡ u✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❏❛✛❡ ❡t
❛❧✳❬✹❪ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷✳ ❆ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❜✉t t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✭✶✶✷✮ ♣❡❛❦ Ihkl/I112 ♥❡✈❡r r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❳❘❉ ✭≈ 1%✮✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ♠✐❣❤t ❛❧t❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦t❤❡r t❡❝❤♥✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❳✲❘❛② ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❋✐♥❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ❬✷✹✵❪✳
■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❳✲❘❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❳✲❘❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❳✲❘❛② ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥s✐st ♦❢ s❤♦♦t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ①✲r❛② r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳
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(i) (ii) (iii)
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ s♦♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✮✱ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧ ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✐✮ ❛♥❞
r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❝❛t❡❣♦r② ✭✐✐✐✮
❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦♥❡
❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s ❛ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♦r ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✇r✐❣✲
❣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞
❛♥❞ r❡✈❡❛❧s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊❳❆❋❙
✐s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐♥❣ t❛s❦ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✿ t❤❡r❡❜②✱ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ♠❛② ♠✐① ✉♣ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
t♦ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ❢♦r ❈✉■♥❙❡2 ♦❜t❛✐♥❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t♦ ❊❳✲
❆❋❙✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ r❛t❤❡r ❜r♦❛❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ u✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s❛♠♣❧❡s✿ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ t❡❝❤♥✐❝s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♣✲
✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼❡r✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ s✉❝❤
✶✺✻ ❇✳ ❳✲❘❛② ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✿ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u u ≈ 0.222 s❡❡♠s t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠
♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❧❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ u
✭u ≈ 0.235✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s ❢♦r s✉❝❤ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❢❛❝ts
❛r❡ t❤❡r❡✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ t♦ u✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❈✉■♥❙2 ❜✉t
✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬✷✹✶✱ ✷✹✷✱ ✷✹✸❪ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t
✉s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ u✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ u ❢♦r ❈✉■♥❙2
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ umin ❛♥❞ umax t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❈✉■♥❙❡2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝s r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ Eg ✈❡rs✉s u ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ✐✳❡✳ u ❧✐❡s
♦✉ts✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❜
✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷
❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❈■❙ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s ❛❧s♦ t♦ ✇♦r❦
♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❝❛❧ss❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱
✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋❛❜✐♦ ❚r❛♥✐ ❛♥❞ ▼✐❣✉❡❧ ▼❛rq✉❡s ❢r♦♠ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐ér❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❡t ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲②♦♥✱ ❛
st✉❞② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦①✐❞❡ ❈✉❆❧❖2✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦✿
❊✛❡❝ts ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ▲❛tt✐❝❡ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢
❉❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❈♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❖①✐❞❡s✱ ❏✳❱✐❞❛❧✱ ❏✳✱ ❋✳ ❚r❛♥✐✱ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✱
▼✳ ❆✳ ▲✳ ▼❛rq✉❡s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇♦tt✐✱ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✶✵✹✱✶✸✻✹✵✶✱✭✷✵✶✵✮✳
❲❡ ✉s❡ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ✱ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ t♦ st✉❞②
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉✭❆❧✱■♥✮❖2✱ t❤❡ ✜rst ♣✲t②♣❡ ❛♥❞ ❜✐♣♦✲
❧❛r tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♦①✐❞❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ❣✐✈❡s
r❡♠❛r❦❛❜❧② ✇✐❞❡r ❜❛♥❞ ❣❛♣s t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❆❝✲
❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ GW s❝❤❡♠❡ ✇❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛ ✈❡r② ♥✐❝❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❜❛♥❞s ❛r❡ str♦♥❣❧② k✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❝✐ss♦r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt
t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② str✉❝t✉r❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢❡❝ts ✐♥
❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳
▼❛♥② ❤✐❣❤✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✢❛t ♣❛♥❡❧ ❞✐s♣❧❛②s✱ t♦✉❝❤ s❝r❡❡♥s✱
♦r ❡✈❡♥ t❤✐♥✲✜❧♠ s♦❧❛r ❝❡❧❧s✱ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♥t❛❝ts✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥t❛❝ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♦①✐❞❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥
r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣✱ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ✈✐s✲
✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t
✶✺✼
✶✺✽ ❈✳ ●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷
❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♦①✐❞❡s ✭❚❈❖s✮ ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♥✲✮❞♦♣❡❞ ❙♥❖2✱ ■♥2❖3✱ ❛♥❞ ❩♥❖✳
❍♦❧❡ ✭♣✲✮❞♦♣✐♥❣ ♦❢ ✇✐❞❡ ❣❛♣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ✇❛s ❢♦r ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✈❡r② ❤❛r❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❬✷✹✹✱ ✷✹✺❪✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣✲
❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ❈✉❆❧❖2 t❤✐♥ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❛ ❝❛rr✐❡r ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ❝♠2✴✭❱ s✮
❛ttr❛❝t❡❞ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❬✷✹✻✱ ✷✹✼❪✳ ❖t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❢❛♠✲
✐❧②✱ ❧✐❦❡ ❈✉●❛❖2 ❬✷✹✽❪ ❛♥❞ ❈✉■♥❖2 ❬✷✹✾❪✱ ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❜✐♣♦❧❛r ✭♥✲ ❛♥❞ ♣✲
t②♣❡✮ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ❞♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ t✉♥✐♥❣ t❤❡
✜❧♠✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷✹✾❪✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡✈✐❝❡s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ st❛❝❦❡❞ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❈✉❆❧❖2 ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡
❚❈❖s✱ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦
❛❣r❡❡♠❡♥t ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲t②♣❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ♥♦r ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❝r②st❛❧✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞
❣❛♣ ✭E❞✐r❣ ✮ ♦❢ ❈✉❆❧❖2 ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷✳✾ t♦ ✸✳✾ ❡❱ ❬✷✹✻✱ ✷✹✼✱ ✷✺✵✱ ✷✺✶✱
✷✺✷✱ ✷✺✸✱ ✷✺✹✱ ✷✺✺✱ ✷✺✻✱ ✷✺✼✱ ✷✺✽✱ ✷✺✾✱ ✷✻✵❪✱ ✇✐t❤ ♠♦st ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
✸✳✹✕✸✳✼ ❡❱✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧s♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t ❣❛♣s
✭E✐♥❞❣ ✮✱ ❢r♦♠ ✶✳✻✺ t♦ ✷✳✶ ❡❱✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✷✳✾✾ ❡❱ ❬✷✻✵❪✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✷✺✵❪ t❤❛t ❣✐✈❡s
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✺ ❡❱ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❣❛♣s ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❈✉■♥❖2✱
♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ E❞✐r❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✾ ❛♥❞ ✹✳✹✺ ❡❱ ❬✷✹✾✱ ✷✻✶✱ ✷✻✷❪✱
✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ E✐♥❞❣ ❛t ✶✳✹✹ ❡❱ ❬✷✻✷❪✳
❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈✉ ✸d s❤❡❧❧ s❤♦✉❧❞ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✱
✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭▲❉❆✮ ♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ✭●●❆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❜❛♥❞ str✉❝✲
t✉r❡s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳ ❋♦r s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱
❧✐❦❡ ❈✉2❖ ❛♥❞ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2✱ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ▲❉❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ✉♥r❡❛✲
s♦♥❛❜❧❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ d ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ p ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡
❛♥✐♦♥ ❬✶✽✶✱ ✷✻✸❪✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❬✷✻✹❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠❛t❡r✐✲
❛❧s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❬✷✻✺✱ ✷✻✻❪✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐♥❝❧✉❞❡ ▲❉❆✰U ✱ t❤❛t tr✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❍✉❜❜❛r❞✲❧✐❦❡ t❡r♠✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ q✉✐t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s②st❡♠s✱ ❜✉t ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r U ✱ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥
❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✶✺✾
❆r❣✉❛❜❧② t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ q✉❛s✐✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✐s t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② GW ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✺✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥
♣r❛❝t✐❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② t❤❡ GW ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s G0W0✱ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡s✳
❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠❛♥② s②st❡♠s✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② G0W0 ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①✲
tr❡♠❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r
♠❡t❛❧s✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs ❬✷✻✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②
s❤♦✇♥ t❤❛t G0W0 ❢❛✐❧s ❢♦r ♠❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s ❬✶✽✶✱ ✶✽✵❪✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ r❡str✐❝t❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✭s❝✮GW ❬✶✼✽✱
✶✾✷❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡
t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ s❝✲GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② s❝✲❈❖❍❙❊❳ ❛s ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✺✺❪✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✐♥ ❈❖❍❙❊❳
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
GW st❡♣✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s s❝✲GW ✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
♠❛♥② ♦①✐❞❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ❛♥❞ t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❬✶✽✶✱ ✶✺✺✱ ✶✽✵✱ ✷✻✸❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ②✐❡❧❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛♥❞s✱ ❛♥❞ ♥♦t
♦♣t✐❝❛❧ ❣❛♣s✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥❡ ♠♦st❧② r❡s♦rts t♦ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ str✉❝t✉r❡s t❤❡r❡
✐s ♦♥❡ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ●●❆✰U ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❬✶✽✹❪✳ ■t
②✐❡❧❞s ❢♦r ❈✉❆❧❖2 ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❡❱ ❢♦r
t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r U ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣✱ ❜✉t ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❛✛❡❝t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✵✳✺ ❡❱ ✐s
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t②✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈✉❆❧❖2
❛♥❞ ❈✉■♥❖2 ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❉❆✱ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭♥❛♠❡❧②
❇✸▲❨P ❛♥❞ t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ ❍❙❊✮✱ ▲❉❆✰U ✱ G0W0 ❛♥❞ s❝✲GW ✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t s❝✲GW t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❘❡❢s✳ ❬✷✺✵✱ ✷✺✾✱ ✷✻✵✱ ✷✻✽✱ ✷✻✾✱ ✷✼✵✱ ✷✼✶❪ ❢♦r ▲❉❆✱
❘❡❢✳ ❬✷✼✶❪ ❢♦r ❇✸▲❨P✱ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✷✼✷❪ ❢♦r ●●❆✰U✮✳
❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♥❞ ▲❉❆✰U ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❱❆❙P ❬✷✼✸❪
❛♥❞ ❆❇■◆■❚ ❬✷✼✹❪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❆❲ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❝✉t♦✛ ♦❢ ✹✹❍❛✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r U ✇❛s s❡t t♦ ✽ ❡❱ ❛s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✽✹❪✳ ❖✉r
GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❆❇■◆■❚✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❉❆ ❜❛♥❞
✶✻✵ ❈✳ ●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉t♦✛ ✇❛s ✶✷✵❍❛ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ k✲♣♦✐♥t ❣r✐❞ ✇❛s ❛ 4 × 4 × 4 ▼♦♥❦❤♦rst✲P❛❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✇❛s
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺❪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s✳
■♥ ❋✐❣s✳ ❈✳✷ ❛♥❞ ❈✳✶ ✇❡ s❤♦✇ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❣❛♣s
❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈✉❆❧❖2✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ E❞✐r❣ ♦❢ ❈✉❆❧❖2 ✐s ❛❧✇❛②s ❢♦✉♥❞ ❛t ▲✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ st❛t❡s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❬✷✼✵❪✳ ❆❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❡①❝❡♣t s❝✲GW ✱ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ E✐♥❞❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞
♠✐♥✐♠✉♠ ❛t Γ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ Γ✲❋ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛♣s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❜❛r t❤❛t r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▲❉❆ ❡①❤✐❜✐ts✱ ❛s
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣❛♣s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② ❡✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡②♦♥❞ ✐t ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡
❣❛♣ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞
✐♥❞✐r❡❝t ❣❛♣s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❉❆<G0W0<❍❙❊✵✸<❍❙❊✵✻<❇✸▲❨P<s❝✲GW ✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ E❞✐r❣ −E✐♥❞❣ s❡❡♠s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦♣❤✐st✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ♥❡❛r❧② ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ s❝✲GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❞✐s♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r♦♠ Γ t♦ ▲ ✇❤❡♥ s❝✲GW ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ❈✳✶✮✳ ❖♥❧② ▲❉❆✰U ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr❡♥❞✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ E❞✐r❣ − E✐♥❞❣ ❣❡ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ▲❉❆✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ❣❛♣✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡
r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❝✐t♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺ ❡❱ ❬✶✽✹❪ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ▲❉❆✰U ✱ G0W0✱
t❤❡ ❤②❜r✐❞s ❍❙❊✵✸ ❛♥❞ ❍❙❊✵✻✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❝✲GW ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ❇✸▲❨P✱
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❛♣ ✐s ❧❛r❣❡r ❜② ❛❜♦✉t ✶✕✶✳✺ ❡❱ t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳
❋♦r ❈✉■♥❖2 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❈✳✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝❛r❡✱ ❛s t❤❡
s♠❛❧❧❡st E❞✐r❣ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t Γ✱ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❬✷✼✵❪✳ ❆
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❛♣ ❛t ▲✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ tr❡♥❞s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤♦s❡ ❢♦r
❈✉❆❧❖2✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❝✲GW ②✐❡❧❞s ❛❣❛✐♥ E❞✐r❣ ❧❛r❣❡r ❜② ✶✕✶✳✺ ❡❱ t❤❛♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡✳
❲❡ str❡ss ❛❣❛✐♥ t❤❛t✱ t♦ ❞❛t❡✱ s❝✲GW ✐s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ♦❢ ✇✐❞❡✲❣❛♣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s
❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❧✐❦❡ ❈✉2❖ ❛♥❞ ❈✉■♥✭❙✱❙❡✮2 ❬✶✽✶✱ ✷✻✸❪✳ ■t ✐s
✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢
E❞✐r❣ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✿
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬✷✼✺❪✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ❈✉❆❧❖2✱
✶✻✶
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ✭❈♦❧♦r ♦♥❧✐♥❡✮ ❇❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❈✉❆❧❖2✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
▲❉❆ ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ s❝✲GW ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✱ ❍❙❊✵✸ ✭❝❡♥tr❛❧ ♣❛♥❡❧✮✱ ❛♥❞
▲❉❆✰U ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳
t❤❡ ♣♦❧❛r♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✶ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❧❛r❣❡ ✭α♣ ∼ 1✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ♦t❤❡r ✐♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣♦❧❛r♦♥ ❝♦♥st❛♥ts
t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❜② ❛❜♦✉t ✶ ❡❱ ❬✷✼✻❪✳ ❆ ❢✉❧❧
s❝✲GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❛t❡ ❜❡②♦♥❞ r❡❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡❝❤st❡❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼✻❪✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ❛ st❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛t✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ GW
st❡♣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❝✲❈❖❍❙❊❳✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✭k✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ❜② ✶✳✷ ❡❱✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ❈✳✷✱ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜r✐♥❣s ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r E❞✐r❣ ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ✭♦♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❡❱ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✮✳ ❆s ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✼✻❪✱ t❤❡ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛♥
♦♥❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❢♦rt✉✐t♦✉s ❛♥❞
❞✉❡ t♦ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs✳
✶❚❤❡ ♣♦❧❛r♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s αP = (1/ǫ∞ − 1/ǫ0)(~/2ma2❇ω▲❖)1/2✱ ✇❤❡r❡ a❇ ✐s
t❤❡ ❇♦❤r r❛❞✐✉s✱ ω▲❖ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st Eu ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡✱
ǫ∞ ❛♥❞ ǫ0 t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶✻✷ ❈✳ ●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ✭❈♦❧♦r ♦♥❧✐♥❡✮ ❇❛♥❞ ❣❛♣s ♦❢ ❈✉❆❧❖2 ✉s✐♥❣✿ ▲❉❆✱ ▲❉❆✰U ✱
❤②❜r✐❞✱ G0W0✱ s❝✲GW ✱ ❛♥❞ s❝✲GW ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ③♦♥❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ t❡①t✮✳
▲♦♦❦✐♥❣ ♥♦✇ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❣❛♣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❋✐❣✳ ❈✳✷ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❈✉❆❧❖2✳ ❆❧❧ t❤❡ ❤②❜r✐❞s ❛♥❞ GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ✐♥✲
❞✐r❡❝t ❣❛♣s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡ ✶✳✻✺✲✷✳✶ ❡❱✱ ❡✈❡♥ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❝✲GW ✱
t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡st E✐♥❞❣ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✺ ❡❱✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ E❞✐r❣ − E✐♥❞❣ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭≈✷ ❡❱✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❝✲GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠
❋✐❣✳ ❈✳✸ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❈✉■♥❖2✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✹✹ ❡❱ ❬✷✻✷❪✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ✈❡r② str♦♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼✶❪ t❤❛t
s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✏✐♥❞✐r❡❝t ❣❛♣✑ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❞❡❢❡❝ts✱
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❆❧s♦ P❡❧❧✐❝❡r✲ P♦rr❡s
❡t ❛❧✳ ❬✷✻✵❪ q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s ❛s ✐♥❞✐r❡❝t
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❛r❡ ♦①②❣❡♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧s ❖✐✱ ❛s ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✶✻✸
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✸✿ ✭❈♦❧♦r ♦♥❧✐♥❡✮ ❇❛♥❞ ❣❛♣s ♦❢ ❈✉■♥❖2 ✉s✐♥❣✿ ▲❉❆✱ ▲❉❆✰U ✱
❤②❜r✐❞✱ G0W0✱ s❝✲GW ✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ③♦♥❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ t❡①t✮✳
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❉❆ ♣r❡❞✐❝t ❧♦✇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s
✐♥ t❤❡ ❣❛♣ ❛t ✵✳✼ ❛♥❞ ✶✳✹ ❡❱ ❬✷✼✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢✉❧❧ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡
✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ s❝✲GW ♦r ❤②❜r✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❞❡❢❡❝ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈✉❆❧❖2 s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ❈✳✶✳ ▲❉❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❝✲GW ✱
❍❙❊✵✸✱ ❛♥❞ ▲❉❆✰U ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ▲❉❆✰U ✐s t♦ ♦♣❡♥
t❤❡ ▲❉❆ ❣❛♣ ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r U ✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ E❞✐r❣ − E✐♥❞❣ ✐s ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧✐♥❡s✳
❍②❜r✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❍❙❊✵✸ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ E❞✐r❣ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱
✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s E❞✐r❣ − E✐♥❞❣ ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❈❇▼✮ ✇✐t❤✐♥
❍❙❊✵✸ ✐s st✐❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t Γ✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❇▼ ❛t ▲ ❛♥❞
Γ ❣❡ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r s❝✲GW ✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❜❛♥❞ ❣❛♣s✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥②✲
❜♦❞② ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ GW ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢
❛r♦✉♥❞ ✶ ❡❱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t k✲♣♦✐♥ts✱ ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❈❇▼ ❢r♦♠
✶✻✹ ❈✳ ●❲ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❈✉❆❧❖✷
Γ t♦ ▲✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦❢t❡♥ ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❤②s✐❝s ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ r✐❣✐❞ s❤✐❢t ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❝✐ss♦r
♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❋r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤✐s
s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ❤②❜r✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s t❤❛♥
▲❉❆✰U ✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ②✐❡❧❞ s✐♠✐❧❛r ❜❛♥❞ ❣❛♣s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛❢♦ss✐t❡ ❢❛♠✐❧② ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
✉♥✉s✉❛❧ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❜❡st ♠❛♥②✲❜♦❞② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐❢ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❣❛♣ t❤❛t ✐s r❡❞✉❝❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❜② ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣❛♣s ✭✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦r G0W0✮ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣❛♣s
❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛s ▲✐❋ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧✿ t❤❡
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t
♦❢ ♣♦❧❛r♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❉❆
❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❜❛♥❞s ❛r❡ str♦♥❣❧② k✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ t❤❡
❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❝✐ss♦r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ s❝✲GW❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲❉❆✰U ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♣❡♥ ✉♣ t❤❡ ❣❛♣ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r✉❧❡ ♦✉t t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❛s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❝♦♠❡
❢r♦♠ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✻✵✱ ✷✼✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s
✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✭❧✐❦❡
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t❡r✱ r❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ▲❉❆✴●●❆ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ❬✷✶✶✱ ✷✶✷✱ ✷✶✸✱ ✷✶✹❪ ✇❤✐❧❡ ♠❛❣❡♥t❛ ♦♥❡ t♦ ❍②❜r✐❞ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥s ✭❍❙❊✵✻✱P❇❊✵ ❛♥❞ ❇✸▲❨P✮ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✺ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●●❆
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✺✳✻ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
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✺✳✼ ❚♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s
✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✮ ♦❢ ❈✉■♥❙2✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ d st❛t❡s✱ ❜❧✉❡
❧✐♥❡s t♦ p st❛t❡s ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s t♦ s st❛t❡s✳ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛t ✵
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✺✳✽ ❚♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❋❚✲▲❉❆
✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮✱ ●●❆✰❯ ✭♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ❍❙❊✵✻ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳
❘❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❞ ❝r♦ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥
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✺✳✶✵ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❉❋❚ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❝♦r❡✲✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
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❜♦tt♦♠ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛t Γ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❢♦r u = 0.230✳ ■s♦✲
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♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✢❛✈♦rs ♦❢ GW ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
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✺✳✶✺ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ 〈v|Σx|v〉 ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✶✻ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ 〈c|Σx|c〉 ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ✶✽✸
✺✳✶✼ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u
❢♦r t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦♥ ❜♦t❤ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧②✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ●❲ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❱❇▼
❛♥❞ t❤❡ ❈❇▼ ✈❡rs✉s u ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ✶✷✺
✺✳✶✽ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝✲
❈❖❍❙❊❳ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈❇▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇ ✢❛✈♦rs ♦❢
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❲❋&❊ ❛♥❞ ❊ ♦♥❧② ✈❡rs✉s u✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿
t❤❡ s❛♠❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❱❇▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✺✳✶✾ ❈❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ Γ4v ❜❡t✇❡❡♥ ◗P ❛♥❞ ❉❋❚✶✷✼
✺✳✷✵ ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞
t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❛t ❱❇▼✳ ❘❡❞ ❝✉r✈❡
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s t♦
❝♦♥str✉❝t ❍Hartree ❛♥❞ Σx✱ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲
▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ GW ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs
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✺✳✷✶ ❇❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✿ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ♦❢ ❍❙❊✵✻ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣
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t❤❡ ❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮ ❛t ❈❇▼✳ ❘❡❞ ❝✉r✈❡
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s t♦
❝♦♥str✉❝t ❍Hartree ❛♥❞ Σx✱ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❋❚✲
▲❉❆ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ GW ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ r❡❢❡rs
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♣❛♥❡❧✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ ❈✉■♥❙2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❝●❲
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